el =N Ve
o * K 4 = =
i * * =4 =
e tu" W e = V=
. * x K

EUROPOS SAJUNGA
Europos socialinis fondas MINISTERIJA

KURKIME ATEITI DRAUGE!

SVIETIMO IR MOKSLO VYTAUTO DIDZIOJO
UNIVERSITETAS

2004-2006 m. bendrojo programavimo dokumento 2 prioriteto 5 priemoné
-Zmogiskyjy istekliy kokybés gerinimas moksliniy tyrimy ir inovacijy srityje®

Projektas

Fiziniy moksly II ir 111 studijy pakopy pertvarka, jas pritaikant prioritetiniy
MTEP sri¢iy vystymui
Projekto numeris BPD2004-ESF-2.5.0-03-05/0012

Saulius Mickevicius

INTERAKTYVIUJU KVANTINIU REI§KINIU
MODELIU KURSO

LABORATORINIAI DARBAI

Kaunas, 2009



Parengta Europos Sajungos ir Lietuvos Respublikos 1éSomis igyvendinant
projekta ,,Fiziniy moksly II ir III studijy pakopy pertvarka, jas pritaikant
prioritetiniy MTEP sriciy vystymui®, Nr. BPD2004-ESF-2.5.0-03-05/0012.

Recenzavo: doc. Ramutis Kalinauskas

Svarstyta Vytauto Didziojo universiteto Gamtos moksly fakulteto tarybos
posédyje 2008-11-19 (protokolo Nr. 07-06) bei Gamtos moksly fakulteto
Fizikos katedros posédyje 2009-10-30 (protokolo Nr. 10) ir rekomenduota
iSleisti elektronine versija.

ISBN 978-9955-12-522-8 © S. Mickevicius, 2009
© Vytauto Didziojo universitetas, 2009



TURINYS

IVADAS et 4
1. Sviesos bangy paketas. Gauso bangy paketas ..............coccooeee...... 5
2. Staciakampe potencialo duobe ..........ccoceriviininiinininiiee, 15
3. Harmoninio osciliatoriaus potencialo duobé................ccoeeueeeeeee. 25
4. Trimatis bangy Paketas........cccoeeevererrienenieneneeteneseeeseeeee 36
5. Susietieji harmoniniai 0SCiliatoriai........cccveerveeecuererieeriieeiieens 46
6. Vandenilio atomas ..........ccueevueerieereenienienie e eieeiee e see e ens 56
7. Vienmaté potencialiné sklaida...........ccceeevvevciriniiiniiieecieeieene, 65
8. Trimateé potencialing sklaida............coceeveniriinininiininienicnees 78



IVADAS

Kvantiné mechanika yra fundamentali fizikos teorija, kurios idé-
jomis ir metodais grindziami visi Siuolaikiniai fizikos mokslai. Vys-
tantis mokslui, kuriant naujas technologijas, kvantinés mechanikos
reikSmé ir jos pritaikymo sritys tiktai plésis. Todél yra svarbu tobu-
linti kvantinés mechanikos mokymo procesa, vystyti studenty fiziki-
ne¢ intuicijg ir sugebéjima pritaikyti esamas zinias naujiems fiziki-
niams modeliams kurti ir uzdaviniams spresti.

Kompiuterinés jrangos panaudojimas kvantinés mechanikos mo-
kymo procese yra visuotinai pripazintas. Abstrak¢iy, neklasikinémis
savokomis apraSomy kvantiniy reiSkiniy tyrimas pasitelkiant kom-
piuterini modeliavima ne tik sudomina studentus savo vaizdumu, bet
ir suteikia jiems gilesni Siy reiskiniy supratima bei ju skaitinés anali-
z¢€s patirti.

Hnteraktyviyjy kvantiniy modeliy kurso laboratoriniai darbai‘
yra paruo$ti naudojant specializuota programini paketa Interquanta.
Juo galima tyrinéti jvairiy bangos pakety sklidima, potencialo duobiy
spektra, susietuosius harmoninius osciliatorius, sklaidos uzdavinius.
Parengti laboratoriniai darbai apima visas temas, kurios déstomos
kvantinés mechanikos kurse.



1 LABORATORINIS DARBAS
Sviesos bangy paketas. Gauso bangy paketas

I. Darbo tikslai

1) Sviesos bangy paketo lauko stiprio kitimo laikui bégant tyrimas.
2) Gauso bangy paketo tikimybés tankio, jo banginés funkcijos rea-
liosios dalies ir menamosios dalies kitimo laikui bégant tyrimas.

II. Teoriné dalis
Ivadas

Laboratoriniai darbai paruosti naudojant Interquanta programi-
ni paketa. Jis paleidziamas kairiuoju pelés klavisu du kartus pa-
spaudus kompiuterio darbalaukyje esanti programos simbolj — raid¢

fi. Tuomet ekrane pasirodo programos darbinis meniu, pavaizduo-
tas 1.1 pav.

In!etl]uanta | Descriptor File is: 1D_Free Particle. des

Descriptor Elle‘| Descriptor | Edit Descriptor Flles|gri_ntj Run Demo | Customize @]

1.1 pav. Programos Interquanta darbinis meniu

Kiekviena uzduotis, parengta naudojant /nterquanta programinj pa-
keta, turi jau nustatyta pradini parametry rinkinj, vadinama deskrip-
toriumi. Pradedant atlikti laboratorini darba, visy pirma turime patek-
ti 1 to laboratorinio darbo aplinka. Todé¢l darbiniame meniu nuspau-
dziate mygtuka Descriptor File. Tai padarius pasirodo lentelé, kurio-
je, pasirinkus atitinkama faila, patenkama | norimg laboratorinio dar-
bo aplinka (1.2 pav.).



[ v (@] [#] (5]

1

Look in:

D 10_Bound_States.des
D 1D_Free_Paricle.des
D 10_Scattering.des
[y 30_Bound_States.des
D 30_Free_Paricle.des
[ 30_seattering.des

D Math_Functions.des
r\ n

Dimticloc o

| [ |

v|| Cancel |

File name: |

Files of type: | Just Descriptor Files

1.2 pav. Descriptor File lentelé

Pasirinke laboratorinio darbo aplinka, sugriztate i programos darbini
meniu (1.1 pav.). Nuspauskite mygtuka Descriptor. Tarkime, kad
Descriptor File buvote pasirinke faila 1D Free Particle.des. Nu-
spaudus mygtuka Descriptor, ckrane pasirodys lentelé:

h Descriptors on File:  10_Free_Particle des
Salection of a Descriptor Tor Pletting-

Click on one line to solect descriptor
[ Na. | Titla [

Last Changad

[.-_. _‘IiFl’Qﬂ q||an1| Irm=rmAchEnicAl GAalsa1an wava panknr
iFree opfical Couscian weve packel
28 WAlG PACkL qUA fajectones
gciral funclion
Aiava packet ac sum af NANMONIC waves
B{EuRise 7 31
TlEneIcice 236
BEkeiclse 238

9[Exercise 239

(DE-Jun-2002 11

ﬂ'?-.l\llg-?ﬂﬂ? 1451 '?FE
11-02p:20021105.27

2380
Edun-2002 112307
A Fun-2007 1127 31
(28 Fob 2003 16:36 27
OB-Jun-2002 11:49:23

-Cragtion of 3 Mother Descriptor and Appending it to File-
You can odit the Mather Descriptor's title before appending it

[ewe Mottier Doseriptor

Append | Cancal

1.3 pav. Darbiné aplinka
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Joje pasirinkite savo laboratorinio darbo uzduoties deskriptoriaus
numerj. Taip pateksite i savo laboratorinio darbo uzduoties aplinka.
Pateke 1 ja, iSvysite brézini. Norédami pakeisti brézinio parametrus,
kad jie atitikty jiisy laboratorinio darbo uzduoties salyga, brézinyje
nuspauskite mygtuka Parameters. Tuomet vél iSvysite lentele, ku-
rioje ir pakeisite norimus dydzius. Po to nuspauskite mygtuka Plot ir
ekrane pasirodys naujas brézinys su jisy pakeitimais.

1. Sviesos bangy paketas

Sviesos bangy paketas — tai skirtingo daznio ir amplitudés ploksciy-
ju bangu superpozicija. Jei staciakampés koordinaciy sistemos x aSies
kryptis sutampa su bangy sklidimo kryptimi, tai y a$j visada galima nu-
kreipti lygiagreciai elektrinio lauko stipriui, o z asj — lygiagre¢iai magne-
tinio lauko stipriui. Tuo atveju elektrinio ir magnetinio lauky stipriy i$-
raiskos yra:

E =E, cos(wt —kx),  B. = B, cos(wt — kx), (1.1)
E =E =0, B =B, =0. (1.2)

Kampini dazni o su bangos skai¢iumi & sieja sarysis:

o = clk|. (1.3)
Taskai, kuriuose lauko stipris yra didziausias, randami i$ kosinuso
fazés kartotinumo 27 salygos:

o=ot—kx=2r, (1.4)
kur/=0,1,2, ....
Sie taskai juda pastoviu grei¢iu:
X
c=—=—. (1.5)
t k

Kadangi jis lygus tam tikros fazés greiciui, ¢ vadinamas bangos fazi-
niu greiciu. Jei Sviesos banga sklinda tustumoje, jis nepriklauso nuo
bangos ilgio. Jeigu k yra teigiamas, banga sklinda x asies kryptimi,
jei neigiamas — priesinga kryptimi.
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Duotame erdvés taske lauky stipriai £ ir B svyruoja laikui bégant

kampiniu dazniu @. Svyravimo periodas

2r

T'=—. (1.6)
(4

Duotuoju laiko momentu lauky stipriai erdvéje taip pat kinta periodis-

kai. Erdvinis periodas vadinamas bangos ilgiu:
2r
A=—. (1.7)
g
Pakanka nagrinéti tik elektrini Sviesos bangos lauka, nes magne-
tinio lauko kitimo pobudis visiskai analogiSkas. Skai¢iavimai pasida-
ro paprastesni, kai pasinaudojame tuo, kad kosinusas ir sinusas yra

atitinkamai lygiis eksponentinés funkcijos realiai ir menamai daliai:

cos B +isin f=e”, (1.8)
tai yra
cos f =Ree”, sin 8 =Ime”. (1.9)

Pati banga reiskiama formule:

E=ReFE ; (1.10)

¢ia E. — kompleksinis lauko stipris:

E, = E,e ™) (1.11)
Elektromagnetinés bangos energijos tankis lygus lauko stiprio

kvadratui, padaugintam i$ elektrinés konstantos &, :

o(x,t) =g E*. (1.12)

Kadangi plokscioji banga yra harmoniné, tai energijos tankis kinta du
kartus spar¢iau uz lauko stipri. Pagal apibrézima energijos tankis yra
neneigiamas dydis. Todé¢l jis kinta apie nenuling viduting vertg. Tq
viduting vertg galima iSreiksti kompleksiniu lauko stipriu Sitaip:

€y

2 _&0 2
=—FK,. 1.13
) 0 (1.13)

2

E

c

@




Sviesos bangu paketo kitimas laikui bégant parodytas 1.4 pav.

by =1, =05

'

1N '}l

19\//
=

<

SO h ;:i::::;{ﬂ

1.4 pav. Sviesos bangy paketo tikimybés tankiy kitimas laikui bégant

2.  Gauso bangy paketas

Tikimybinis interpretavimas leidzia fotong nusakyti banga. Dale-
lé, kurios rimties masé nelygi nuliui, negali judéti Sviesos greiciu,
todél nereliatyvistinés energijos ir judesio kiekio sarysis yra Sitoks:

E=P_ - (1.14)
2m

Plokscioji banga, gaunama naudojantis §iuo nereliatyvistiniu sa-
ry$iu, vadinama de Broilio banga:

1 :
v, (x,t): %exp[—%(Et—px)}. (1.15)

Tos bangos fazinis greitis lygus:
E_»p

Vo=—=— 1.16
" p 2m (1.16)



Fazinis greitis nelygus dalelés greiciui v = £
m

Harmoninés de Broilio bangos néra lokalizuotos erdvéje ir todél
netinka dalelei nusakyti. Norint lokalizuoti dalel¢ erdvéje, tenka su-
daryti bangy paketa. Pasirinkime Gauso funkcijos tipo spektring
funkcija, pavaizduota 1.5 pav.

fp)

3 / \5'

= p

10

1.5 pav. Gauso funkcijos tipo spektrinés funkcijos pavyzdys

Sitos funkcijos matematin¢ iSraiska yra:

(p-p,)
f(p)= \/—\/—exr{ 4o’ } (1.17)

¢ia p, ir o, yra atitinkami spektrines funkcijos vidutinis judesio
kiekis ir plotis. Dabar de Broilio bangy paketa galima apibrézti §i-
taip:

= If(p)z//p(x—xo,t)dp. (1.18)

Gauso paketo atveju integrala galima iSreikStinai suintegruoti ir
gauti Sitokig banginés funkcijos israiska:
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w(x,1)= M(x,1)e""). (1.19)

Sioje i3raiskoje eksponenting funkcija isreiskia neslio banga,
sparciai kintancia erdvéje ir laike. Varpo pavidalo amplitudés funk-
cija

2
M(x,t)z w} (1.20)

1
V2z,jo, { 4o
juda x aSies kryptimi grupiniu grei¢iu v, :&. Grupinis greitis
m

(priesingai negu fazinis) sutampa su dalelés greic¢iu. Paketo iSplitima
erdvéje apibiidina parametras:

2 4ot 42
ol = f (H ”t—]. (1.21)

- 2 2
Zap he m

Si formulé rodo, kad erdvinis paketo i$plitimas laikui bégant didéja.
Toks reiskinys vadinamas dispersija.
Funkcija ¢5(x,t) apibrézia neslio bangos faze:

1 ol vt
¢(x,t)=%|:po _1; 0 (x_xo _Vot)}(x_xo _Vot)
O-x 2p0

(1.22)

+&v0,+ﬁ’
2h 2

2

kur parametras ¢ apibréziamas fgo = 5 L1,
m

Pagal banginés funkcijos tikimybini interpretavima banginés
funkcijos modulio kvadratas yra lygus tikimybés rasti dalel¢ taske x
laiko momentu ¢ tankiui:

2
lw(x,t) = plx,z). (1.23)
Vadinasi, banginés funkcijos (1.19) modulio kvadratas lygus:

l:_ w} (1.24)

2
20,

1
|l//(X,l‘12 = MZ(X,Z‘):%/Z—78XP

X
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Naudodamiesi pateiktomis iSraiSkomis galime tyrinéti Gauso bangu
paketo i$plitimo erdvéje reiskini.

III. Darbo uzduotys

Pirma dalis

1.1. Patyrinékite $viesos bangy paketo kitimg laikui bégant. Ap-
skaiciuokite bangy paketo fazinius ir grupini greicius. Pradékite nuo
10 deskriptoriaus.

1.2. Patyringkite Sviesos bangy paketo realiosios, menamosios da-
liy bei modulio kvadrato kitima laikui bégant. Pradékite nuo 10 de-
skriptoriaus.

1.3. Patyrinékite Sviesos bangy paketo realiosios, menamosios da-
liy ir modulio kvadrato poky¢ius, pradini bangos skai¢iy k, padidi-
nus du kartus. Kiek karty pakito svyravimy periodas? Pradékite nuo
10 deskriptoriaus.

1.4. Patyrinékite Sviesos bangy paketo formos pokycCius, bangos
ilgi padidinus (sumazinus) 1,5 karto. Apskaiciuokite atitinkamus
kampinius daznius. Pradékite nuo 10 deskriptoriaus.

1.5. Patyrinékite Sviesos bangy paketo realiosios, menamosios da-
liy ir modulio kvadrato poky¢ius, svyravimy perioda padidinus ati-
tinkamai 1,2 ir 1,5 karto. Koks yra fazinio greicio pokytis? Pradékite
nuo 10 deskriptoriaus.

Antra dalis

1.6. Nubrézkite elektrono bangy paketo, kurio greitis 1 m/s ir plotis
o,=0.5x 107" eVs/m, judangio i§ pradinés padéties x, = -2 mm,
realiaja, menamajq dalis bei modulio kvadrata. Pradékite nuo 8 de-
skriptoriaus, kuriame yra parinkti teisingi laiko intervalai. Apskai-
¢iuokite elektrono judesio kiekio momenta p,.

12



1.7. Nubrézkite elektrono bangy paketo, kurio greitis 2.11 m/s ir plo-
tis o, =0.75p, , realiaja, menamaja dalis bei modulio kvadrata lai-

ko intervale 0 <¢ <2 ms, naudojant laiko intervalo Zingsni 0.25 ms.
Apskaiciuokite elektrono judesio kiekio momenta p,. Paaiskinkite
realiosios ir menamosios daliy formos kitima laikui bégant. Pradékite
nuo 9 deskriptoriaus.

1.8. Nubrézkite elektrono, kurio greiciai vy = 1 m/s ir vy = 3 m/s bei
plotiai o, =0.5x 107" eVs/m ir o, = 107" eVs/m, Gauso spek-

trines funkcijas. Pradékite nuo 12 deskriptoriaus. Apskaiciuokite ati-
tinkamus judesio kiekio momentus. Koks fizikinis dydis atidétas
abscisiy asSyje? Apskaiciuokite elektrono kinetines energijas.

1.9. Nubrézkite protono, kurio greiciai vy = 2 m/s ir vy = 4 m/s bei
plociai o, =0.5x 10” eVs/mir o b= 10~ eVs/m, Gauso spektri-

nes funkcijas. Pradékite nuo 14 deskriptoriaus. Apskaiciuokite atitin-
kamus judesio kiekio momentus bei kinetines energijas.

1.10. Nubrézkite protono, kurio kinetinés energijos £ = 1 keV ir
E =3 keV bei plociai o, = 10~ eVs/m ir o, = 1.5x107° eVs/m,
Gauso spektrines funkcijas. Pradékite nuo 15 deskriptoriaus. Ap-

skaiciuokite atitinkamus protono greicius.

IV. Rezultaty pateikimas

1. Pateikdami ataskaita nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-
ma, savo varda ir pavardg; laboratorinio darbo tiksla.
Uzrasykite laboratorinio darbo uzduoties salyga.

3. Pavaizduokite atitinkamus $viesos bangy paketo ir Gauso bangu
paketo pokycius, kur reikia, apskaiciuokite nurodytus dydzius.

4. Pateikite laboratorinio darbo iSvadas.

5. Pasiruoskite ginti laboratorini darba. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti { kontrolinius klausimus.

13
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Kontroliniai klausimai

Sviesos bangy paketas, elektrinio ir magnetinio lauky stiprio i3-
raiskos.

Kampinio daznio, bangos skai¢iaus, bangos ilgio apibrézimai ir
iSraiskos.

Ka vadiname faziniu ir grupiniu greiciais?

Kompleksinis elektromagnetinio lauko stipris.
Elektromagnetinés bangos energijos tankis.

Paaiskinkite, kodél laikui bégant laisvasis bangy paketas isplinta.
Kaip judancio laisvojo banginio paketo dispersija priklauso nuo
spektrinés funkcijos vidutinio judesio kiekio ir ploc¢io?

Kokioms salygoms esant banginio paketo dispersija yra maza?
Kodél skiriasi nurimusio ir judanc¢io paketo banginés funkcijos
realiosios ir menamosios daliy kitimas laikui bégant?

Literatiira

Brandt S., Dahmen H. D. (1993). lliustruotoji kvantiné mechani-
ka. Kaunas: Vytauto DidZiojo universitetas. P. 9-17, 31-45.
Brandt S., Dahmen H. D., Stroh T. (2003). Interactive Quantum
Mechanics. New York: Springer-Verlag. P. 8-23.

Deveikis A. (2000). Kvantinés mechanikos kompiuteriniai labora-
toriniai darbai. Kaunas: Vytauto DidZiojo universitetas. P. 19-21.
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2 LABORATORINIS DARBAS
Staciakampé potencialo duobé

Darbo tikslai
) Istirti staCiakampés potencialo duobés susietyjy biisenu spektro

= 1=

priklausomybg nuo duobés plocio ir gylio.

2) [Istirti baigtinio gylio vienmaciy staciakampiy potencialo duobiy
sistemos susietyjy biiseny spektro priklausomybe nuo duobiy
formos ir atstumo tarp duobiy.

II. Teoriné dalis

Panagrinékime laisvaji dalelés judéjima (potencialas lygus nu-
liui) baigtinéje srityje tarp dvieju begalinio aukscio potencialo Suoliy

d

, d . . o
taSkuose x, = Y ir x, :E. Kadangi potencialas uz Sios srities

yra begalinis, stacionariosios Srédingerio lygties sprendiniai turi biti
tapaciai lygiis nuliui uz srities riby. Dél tos priezasties judéjimo srity-
je galimos tik dviejuy tipy tikrinés funkcijos:

2 X
=,|— COoS — |, =1,3,5, 2.1
9,(x) Vo (mdj n @.1)

arba

o, (x)= \/g sin[nﬁgj, n=2,4,6, ... 2.2)

Siy susietyjy biseny energijos

2
E = [z} n=1,2,3, ... 2.3)
2m\ d

Tai galima patikrinti jradius sprendinius { stacionariaja Srédingerio
lygti:
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ntod’
-————,\x)=E ¢, x), (2.4)
S 0= E,0, ()
galiojan¢ig nulinio potencialo srityje. Parametras d nusako stacia-
kampés potencialo duobés ploti. 2.1 pav. vaizduojama triju Zemiau-

siyju biiseny tokioje duobgéje tikrinés funkcijos.

E
i)
p(x)
8 1 | |
] | |
6 | [
4 | |
| |
2 R S
I |
o
T T T T T & x
-4 -2 0 2 A

2.1 pav. Be galo gilios sta¢iakampés potencialo duobés trijy zemiausiyjy

biiseny tikrinés funkcijos

Zemiausioji (pagrindiné) biisena, kurios energija yra teigiama, turi
teigiama kineting energija, nes potenciné energija yra lygi nuliui pa-
gal apibrézima. Ji i§ esmés skiriasi nuo klasikinio atvejo, kai maziau-
sios energijos blisena atitinka nurimusia biiseng, kurios kinetiné
energija lygi nuliui.

Kity biiseny energijos proporcingos n”. Kvantinis skai¢ius 7 ly-

o .. T d d .
gus banginés funkcijos mazgy skaiciui srityje —5< x < 5 plius
vienas; mazgai taskuose x = iE nejskaitomi. Banginé funkcija gali
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biti arba simetring, arba antisimetriné koordinatés x Zenklo pakeiti-
mo atzvilgiu, priklausomai nuo » lyginumo. Simetrinés funkcijos,
iSreiSkiamos kosinusais, vadinamos lyginio lyginumo funkcijomis, o
antisimetrinés, iSreiSkiamos sinusais — nelyginio lyginumo funkcijo-
mis. Akivaizdu, kad funkcija su lyginiu mazgy skaic¢iumi turi lygini
lyginuma, ir atvirksciai.

Jei susiduriame su baigtinio gylio stac¢iakampe potencialo duobe,

tai ji gali pasizymeéti tik baigtiniu susietyjy biiseny skai¢iumi. Duobei
giléjant, jis didéja. Skirtingai nei begalinio gylio duobiy banginés
funkcijos, baigtinio gylio duobiy banginés funkcijos nelygios nuliui
ir ne duobéje, taCiau jos eksponentiSkai mazéja potencialo duobés
krasty srityse. SparCiausiai mazéja pagrindinés biisenos funkcija.
Duobés platéjant, didéja ir susietyjy biiseny skaicius.
Kristalai pasizymi periodine struktiira, sukuriancia periodinj elektros-
tatinio potencialo lauka. Tam tikru artéjimu ji galima aproksimuoti
periodine vienody potencialo duobiy sistema. Periodinés stac¢iakampés
potencialo duobiy sistemos pavyzdys yra parodytas 2.2 pav.

£ plx)
09 -
5 E
T
-10
_15

2.2 pav. Periodinés sta¢iakampés potencialo duobiy sistemos spektras

17



Kai tarp dvieju duobiy yra tam tikras atstumas, ty duobiy siste-
moje atsiranda pana$iy tikriniy energiju veréiy poros. Viena tokios
poros tikriné funkcija visada simetriné, o antroji visada antisimetring.
Lygindami duobiy sistemos ir vienos duobés funkcijas, galime at-
skleisti ju rySius. Dvigubos duobés simetriné¢ banginé funkcija gau-
nama simetriSkai sujungus abiejy duobiy funkcijas, o antisimetriné —
pakeiciant vienos i$ juy Zenklg jungimo metu. Ribiniu atveju, kai at-
stumas tarp duobiy lygus nuliui, spektras ir tikrinés funkcijos sutam-
pa su vienos dvigubo ploc¢io duobés atitinkamais dydziais.

Panagrinésime banginiy funkciju pory kilme ir savybes kiek
smulkiau. Srédingerio lygtis, aprasanti duobiy sistema, yra:

2 2
) ()= By ), 23

2m dx
¢ia m — elektrono masé, E — susietosios biisenos energija. Staciakam-
pés potencialo duobiy sistemos potencialas apibréziamas taip:

0, —o<x<—d,,
-V,, —d,<x<-d,
Vix)=1 0, —d <x<d, (2.6)
-V,, d <x<d,,
0, d, <x<oo.

Misy atveju x asis yra padalinta { penkias sritis. Kiekvienoje siu
sri¢iy potencialas yra pastovus. Potencialas simetriskas taskui x = 0,
tai yra jis nekinta pakeitus x i —x. Pirmoje ir penktoje srityse banginés
funkcijos turi eksponentiSkai mazéti, kai |x| vertés didelés. Antroje ir
ketvirtoje srityse jos osciliuoja, nes kiekviena yra vaizduojama dvie-
ju kompleksiniy eksponentiniy funkcijy suma.

Suminés banginés funkcijos pobiidi visiskai apibrézia jos sandara
treCioje srityje, apimancioje koordinaciy pradzia. Toje srityje bangi-
né funkcija yra realiy eksponentiniy funkcijy tiesiné kombinacija,
kuri gali biiti ir simetriné (2.7), ir antisimetriné (2.8):
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p,(x)= A4, %(e’*’C +e " ) = A chlx x), (2.7)

o, (x)=4, %(e’(“x —e " ): A sh(x,x). (2.8)

Koeficientai A, ir A, yra normos daugikliai. Parametrus x ir x

apibrézia Sitokios iSraiskos:

1
K, :%,/—2mE5 , (2.9)
K, :%,/—2mEa. (2.10)

Dydziai E_ ir E, yra neigiamos simetrinio ir antisimetrinio spren-
diniy susietyjy buiseny energijos. Banginé funkcija trecioje srityje
sujungia antrosios ir ketvirtosios sri¢iy bangines funkcijas. Visa ban-
giné funkcija yra simetring, jeigu ji simetriné trecioje srityje.

Bendru atveju sta¢iakampg¢ potencialo duobiy sistema sudaranéiy
duobiy gyliai ir plo¢iai gali biiti nevienodi. 2.3 pav. pavaizduota
dviejy skirtingo gylio potencialo duobiy sistema.

I
-2
-3 1
4
-5
-6 -

2.3 pav. Dviejy skirtingo gylio potencialo duobiy sistema
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III. Darbo uzduotys

2.1. Nubrézkite be galo gilios staciakampés potencialo duobés tikri-
nes funkcijas ir tikimybiy tankius energijy intervale 0 < E, <30 eV.
Duobés plotis d = 3 nm. Pradékite nuo 9 deskriptoriaus.

2.2. Pavaizduokite elektrono, esancio be galo gilioje stadiakampéje
potencialo duobgje, tikrines funkcijas, patenkancias i energijy inter-
vala 0< E, <2 eV. Duobés ploc¢iai lygis 3 nm ir 5 nm. Apskai-
¢iuokite tikrines vertes, atitinkancéias gautasias tikrines funkcijas.
Pradékite nuo 10 deskriptoriaus.

2.3. Pavaizduokite elektrono, esanc¢io be galo gilioje staciakampéje
potencialo duobéje, tikrines funkcijas ir jas atitinkancias tikrines ver-
tes, patenkancias { energijy intervalag 0 < E, <20 eV. Duobés plotis

he

d =3a, kur a= =0.05292 nm yra zemiausios vandenilio

om,c
atomo orbitos Boro spindulys. Apskaiciuokite elektrono, judancio

oh
Kulono potencialo V(r): _ane lauke, potencing energija. Skai-
r

¢iuodami laikykite, kad r = a. Palyginkite gautus rezultatus su elek-
trono rySio energija vandenilio atome. Pradékite nuo 12 deskripto-
riaus.

2.4. Nubrézkite baigtinio gylio staciakampés potencialo duobés tikri-
nes funkcijas ir tikimybiy tankius. Duobés plotis d = 4 ir gylis
V, =—6. Apskaiciuokite tikrines vertes, atitinkancias gautasias tik-
rines funkcijas. Pradékite nuo 15 deskriptoriaus.

2.5. Apskaiciuokite be galo gilios sta¢iakampés potencialo duobés
pagrindinés biisenos tikrines vertes, esant duobés plociams d = 2,
4, 6. Palyginkite gautas vertes su baigtinio gylio V|, =—6 poten-
cialo duobés pagrindinés biisenos tikrinémis vertémis. Pradékite

nuo 15 deskriptoriaus.
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2.6. Nubrézkite staciakampés potencialo duobiy sistemos tikrines

funkcijas ir tikimybiy tankius. Sistemos potencialas lygus
0, x<0,

—4,  0<x<1.625,

V(x)=4-1.33, 1.625<x<1.875,
~4,  1.875<x<3.5,
0, 35<x

Pradékite nuo 16 deskriptoriaus. Kodél dvi zemiausios tikrinés funk-
cijos yra arti viena kitos?

2.7. Nubrézkite sta¢iakampés potencialo duobiy sistemos tikrines
funkcijas ir tikimybiy tankius. Sistemos potencialas lygus

0, x <0,
-3.5 0<x<l,
V(x)=1-12, 1<x<2,
~3.5, 2<x<3,
0, 3<x.

Pradékite nuo 16 deskriptoriaus. Kodél trecioji tikriné funkcija yra
tiesi linija centrinéje srityje?

2.8. Nubrézkite sta¢iakampés potencialo duobiy sistemos tikrines
funkcijas ir tikimybiy tankius. Sistemos potencialas lygus

0, x <0,
-572, 0<x<lI,
V(x)=4 -1, 1<x<1.5,
-4, 15<x<35,
0, 35<x.

Pradékite nuo 16 deskriptoriaus. Paaiskinkite tikriniy funkcijy elgesi
ivairiose potencialo srityse.

2.9. Nubrézkite sta¢iakampés potencialo duobiy sistemos tikrines
funkcijas ir tikimybiy tankius. Sistemos potencialas lygus
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0, x <0,
-4, 0<x<lI,
V(x)=4-133, 1<x<2,
-4, 2<x<d,
0, d<x,

kur parametras d yra a) d = 4, b) d = 4.5, ¢) d = 5. Pradékite nuo
16 deskriptoriaus. Paaiskinkite staciakampés duobiy sistemos su-
sietyjy btiseny spektro pokycius, didéjant parametrui d.
2.10. Nubrézkite staCiakampés potencialo duobiy sistemos tikrines
funkcijas ir tikimybiy tankius. Sistemos potencialas lygus

0, x<0,
~1.25V,, 0<x<lJ5,
V(x)=4 -2V,, 15<x<25,
~1.57,, 25<x<4.5,

0, 45<x,

kur parametras V, yra a) Vy,=2,b) V,=2.5, c) V, = 3. Pradékite nuo
16 deskriptoriaus. Paaiskinkite staciakampés duobiy sistemos susie-
tyju biiseny spektro pokycius, didéjant parametrui V.

IV. Rezultaty pateikimas

1. Pateikdami ataskaita nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-
ma; savo varda ir pavardg; laboratorinio darbo tiksla.
Uzrasykite laboratorinio darbo uzduoties salyga.

3. Pavaizduokite atitinkamas sta¢iakampés potencialo duobés tikri-
nes funkcijas ir tikimybiy tankius, kur reikia, apskaiciuokite nu-
rodytus dydzius.

4. Nubrézkite atitinkamas sta¢iakampiu potencialo duobiy sistemos
tikrines funkcijas ir tikimybiy tankius, atsakykite | pateiktus
klausimus.
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10.

Pateikite laboratorinio darbo iSvadas.
Pasiruoskite ginti laboratorini darba. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti | kontrolinius klausimus.

Kontroliniai klausimai

Tikriniy funkcijy be galo gilioje sta¢iakampéje potencialo duobé-
je isSraiskos.

Nuo ko priklauso sta¢iakampés potencialo duobés susietyju bii-
seny energija?

Pagrindiniai be galo gilios ir baigtinio gylio staciakampiy poten-
cialo duobiy skirtumai.

Kaip kinta susietyjy buseny padétis be galo gilioje sta¢iakampéje
potencialo duobéje, kintant duobés plociui?

Kaip kinta susietyjy biiseny skaicius baigtinio gylio sta¢iakampé-
je potencialo duobg¢je, kintant duobés plociui ir gyliui?

Kuo skiriasi periodinés sta¢iakampiy potencialo duobiy sistemos
simetrinés ir antisimetrinés funkcijy grafikai?

Kodel viena poros tikriné funkcija yra simetriné, o kita — antisi-
metriné?

Kurios banginés funkcijos — simetrinés ar antisimetrinés — turi
aukstesne energija? Kaip tai paaiskintuméte?

Kaip keiciasi staciakampiy potencialo duobiy sistemos susietyjy
btiseny pory energiju skirtumai, duobéms artéjant?

Koks rysys tarp staciakampiy potencialo duobiy sistemos tikriniy
funkcijy ir vienos duobés tikriniy funkcijy?

VL. Literatira
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3 LABORATORINIS DARBAS

Harmoninio osciliatoriaus potencialo duobé

=

Darbo tikslai

1) Istirti vienmacio harmoninio osciliatoriaus potencialo duobés
susietyjy biiseny spektra ir Gauso banguy paketo, esancio vienma-
¢io harmoninio osciliatoriaus potencialo lauke, tikimybés tankio
kitima laikui bégant.

2) Istirti sferiSkai simetrinio harmoninio osciliatoriaus susietyju

btseny priklausomybes nuo kvantiniy skaiciy.

II. Teoriné dalis

1. Vienmatis harmoninis osciliatorius

Dalele, judancia gilioje harmoninio osciliatoriaus potencialo

duobéje, jéga veikia tik tais momentais, kai ji atsispindi nuo duobés
Sony. Nuolat veikianti jéga F (x) yra, pavyzdziui, jéga, kuria spy-
ruoklé¢ veikia prie jos galo pritvirtinta svareli:
F(x)=—kx,  k>0. 3.1
Ji proporcinga poslinkiui x i§ pusiausvyros padéties ir vadinama
Huko jéga. Fizikiné sistema, kurioje dalelé juda veikiama tokios
jégos, vadinama harmoniniu osciliatoriumi. Konstanta k& nusako
spyruoklés standuma. Spyruoklés sukaupta potenciné energija

kx2
V(x)= - (3.2)

m masés klasikin¢ dalelé, veikiama Sios jégos, atlicka harmoninius

svyravimus, kuriy daznis

25



w = \/E (3.3)
m

todel potencialg V(x) galima isreiksti Sitaip:
2.2
mo-x
V(x)= T (3.4)

[rase Sig iSraiska { stacionarigja grédingerio lygti, gauname:

h d2 2.2
(_E - +WTX]¢,,(X)=E,,%(X)- (3.5)

Vienmacio harmoninio osciliatoriaus tikrinés vertés lygios:

Enz(n+%jha), n=0,1,2,.... (3.6)

Maziausios energijos £, = hTa) blisena yra pagrindiné biisena.
Aukstesniyjy bliseny energija £, skiriasi nuo pagrindinés biisenos
energijos dydziu Z@.

Tikrinés funkcijos @, (x), normuotos integruojant kintamuoju x, ly-

gios:

%(X)=—rn! =

kur H, (x) zymi n-tosios eilés Ermito polinoma. Vienmatés harmo-

H, (x)e 2, (3.7)

ninio osciliatoriaus potencialo duobés spektras pateiktas 3.1 pav.
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E

A
6*_ = — =
5__M_
[,-_ ST .
3-_m
2_— =
0 - ~—

3.1 pav. Vienmatés harmoninio osciliatoriaus potencialo duobés spektras

Panagrinékime Gauso paketo judéjimg vienmacio harmoninio
osciliatoriaus potencialo lauke. Tegul laiko momentu # = 0 Gauso
paketo centro padétis yra x = x, # 0, jo judesio kiekis lygus nuliui,
o plotis — o . Tokio paketo tikimybeés tanki galima iSreiksti analizés
pavidalu:

2 1 (x — X, COS a)t)2
1) = - , 3.8
) 27ra(t)exp{ 207 (t) } 9

kur O'(t) yra Gauso bangy paketo tikimybés tankio pasiskirstymo

kintamasis plotis, lygus

) \/03 sin® ot + 40" cos® wt

O'(t o

, (3.9)
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¢ia nedimensinis kintamasis o, = ,/—— . Gauso bangy paketo jude-
mo

jimas vienmacio harmoninio osciliatoriaus potencialo lauke parody-
tas 3.2 pav.

0.5 05/42

I

a

|lP(><-‘}|2

V!

by
B
LI

\

L eoflef e a

v
!
a
)
Tl

Fi
|
g

e

3.2 pav. Gauso bangy paketo judéjimas vienmacio harmoninio osciliatoriaus

potencialo lauke

Paketo centras svyruoja kaip atitinkama klasikiné dalelé. Paketo
plotis kinta dvigubu dazniu: nuo 0'(0)= o, per ketvirt] periodo
T =z e ; .
— =—— padid¢ja iki didziausios vertés o T =9 Smulkiau
4 2w 4) 20

panagrinékime svyravimus, vykstanéius per pus¢ periodo. Postkio

taskuose (t=01ir ¢ = E) banginé funkcija yra tik menama arba tik
reali, bet abiem atvejais iSlaiko Gauso funkcijos pavidala. Kitais lai-
ko momentais atsiranda netaisyklinga struktiira, kurig nulemia osci-

liatoriaus funkciju superpozicija. Atstumas tarp dviejy gretimy lais-
vosios harmoninés bangos mazgy yra lygus pusei bangos ilgio, di-
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desni bangos ilgi atitinka maZesnis judesio kiekis. Tod¢l didéjanti
posiikio tasky aplinkoje atstumg tarp mazgy galima interpretuoti kaip
artéjancios prie posiikio tasko dalelés létejima.

Panagrinékime situacija, kai dalelé i§ pradziy yra nurimusi osci-
liatoriaus duobés centre. Tegul dalelé, palyginti su pagrindinés bise-

nos plociu, yra tiksliai lokalizuota, kai o < % (3.2 pav.). Koordi-
2

natés vidutiné verté, kaip ir klasikinés dalelés, visa laika i$lieka duo-

bés centre, taske x = (. Paketo plotis kinta dvigubu dazniu tarp pra-
2

dinés vertés o ir didziausios galimos 2—
o

Paketas, parodytas 3.2 pav., vadinamas spiidZiaja biisena. Jo plo-
tis kinta nuo maziausis iki didziausios vertés. Dél Sios savybés to-
kiais paketais naudojamasi silpny signaly matavimo technikoje.

2. SferiSkai simetrinis harmoninis osciliatorius

Harmoninio osciliatoriaus potencialas yra naudingas daugeliui
branduolio teorijos modeliniy skai¢iavimy. Sferiskai simetrinio har-
moninio osciliatoriaus potenciné energija

V(r)z%rz(xf 2 +x7) (3.10)

To potencialo lauke judangios M masés dalelés stacionarioji Srédin-
gerio lygtis yra tokia:

2
(_h_vz +§r2j¢(r)= Eolr) G

Sioje lygtyje atsiskiria Dekarto koordinagiy sistemos kintamieji, nes
potencialas yra lygus sumai nariy, kuriy kiekvienas priklauso tik nuo
vienos i§ koordinaciy. Todé¢l stacionarigja funkcija galima iSreiksti
trijy funkcijy sandauga:
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¢(r): ?, (xl )(02 (xz )§03 (xs )5 (3.12)

o Srédingerio lygtis yra tapati trims nepriklausomoms vienmatéms
lygtims:

2 2
{—£—3L+£Lmﬂ@QJ=E@@Ji=L23;w=&9613

2M dx} 2

Tikrinés vertés E; lygios
1
E, =E(n,.)=(n,. +5jha), n,=0,1,2,.. (3.14)

Visy trijy osciliatoriy kvantiniai skai¢iai #, yra nepriklausomi tarpu-
savyje, o visa energija E iSreiSkiama Sitaip:

E(n,,ny,n,) = E(n))+ E(n,)+ E(n, ) = (nl +n, +n, + %jha) (3.15)
Trimacio harmoninio osciliatoriaus tikrinés funkcijos:

Doy ny oy (xl s Xg 5 X3 ) =@, (xl )¢’n2 (xz )¢7n3 (x3 ) (3.16)
Atskyrus sferinés koordinadiy sistemos kintamuosius trimatéje

Srédingerio lygtyje galima gauti radikaliaja Srédingerio lygti

Ly R, ()=ER, () G.17)
M rdrt e
su efektiniu potencialu
n I\l+1) k
Vef(V)=W (r2 )+5r2- (3.18)

Jos sprendiniai

! 2 )
I+—
R,(r)=N,| | exp| —=—|L,?| " | (3.19)
o, 20, ) " o,




l+l r2
¢ia L ? — | yra jungtiniai Lagero daugianariai:
"\ o
5 S vl n L P
L2 (x)=> (1) "™ 2 [~ n=0,12,... (3.20)
J=0 n—-j )7/

Normavimo konstantos:

n+l
N, = n,12 . (3.21)
Jral[2(+n )+1]!

Energijos tikriniy verciy iSraiska:

E = (n +%jha), n=2n, +I1. (3.22)

Sferiskai simetrinio harmoninio osciliatoriaus radikaliosios funkcijos
parodytos 3.3 pav.

3.3 pav. Sferiskai simetrinio harmoninio osciliatoriaus radikaliosios

funkcijos
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III. Darbo uzduotys

Pirma dalis

3.1. Nubrézkite elektrono, esanc¢io vienmacio harmoninio oscilia-
toriaus potencialo duobéje, tikrines funkcijas ir tikimybiu tankius.
Elektrono harmoninio svyravimo dazniai yra: a) @ =10"s",
b) @=1.5x10"s" ir ¢) @=2x10"s"". ApskaiGiuokite atitin-
kamas standumo konstantas k. Pradékite nuo 13 deskriptoriaus.
3.2. Nubrézkite protono, esancio vienmacio harmoninio osciliato-
riaus potencialo duobéje, tikrines funkcijas ir tikimybiy tankius,
esant standumo konstanty vertéms k = 0.1 eV/m’ ir k =1 eV/m’.
Pradékite nuo 14 deskriptoriaus. Apskaiciuokite atitinkamus harmo-
ninio osciliatoriaus daZnius @ ir pagrindinés biisenos ploti o, .

3.3. Nubrézkite Gauso banginio paketo, judancio vienmacio harmo-
ninio osciliatoriaus potencialo lauke, realiaja, menamaja dalis bei
modulio kvadrata. Pradiniu laiko momentu bangy paketas buvo nu-
rimes duobés centre, paketo plotis o =1.75. Pradékite nuo 20 de-
skriptoriaus. Kodé¢l bangu paketo plotis periodiskai kinta?

3.4. Nubrézkite Gauso banginio paketo, judan¢io vienmacio harmo-
ninio osciliatoriaus potencialo lauke, modulio kvadrata, esant skir-
tingiems plo¢iams: a) o = 0.5, b) o =1 irc) o = 2. Pradiniu laiko
momentu bangy paketas buvo nurimes taske x, = —6. Harmoninio
osciliatoriaus daznis @ = 7. Pradékite nuo 20 deskriptoriaus.

3.5. Pavaizduokite Gauso banginio paketo judéjima vienmacio har-
moninio osciliatoriaus potencialo lauke laiko intervale 0 <7 <10.
Pradiniai dydziai yra x, =2, p, =5.184 ir o , =0.5. Pradé¢kite

nuo 19 deskriptoriaus.
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Antra dalis

3.6. Nubrézkite trimac¢io harmoninio osciliatoriaus, kurio potencialas

2.2
V(r)= Ma; "_, a) radikaliaja funkcija R, b) ¥R, ¢) R}, d) r’R},

energijy intervale 0 < E <15, esant tokioms / vertéms: /=0, 1, 2, 3.
Osciliatoriaus daznis @ =1.Pradékite nuo 3 deskriptoriaus.

3.7. Pakartokite 3.6 uzduotj, esant tokioms / vertéms: / =4, 5, 6, 7.
Pradékite nuo 4 deskriptoriaus. Paaiskinkite spinduliniy funkcijy pri-
klausomybe nuo /.

3.8. Nubrézkite trimac¢io harmoninio osciliatoriaus a) radikaliajq
funkcija R,, b) rR,, c¢) R, d)r’R’ energijy intervale
0< E <15, esant tokioms / vertéms: [ = 20, 21, 22, 23. Osciliato-
riaus daznis @ =1. Pradékite nuo 3 deskriptoriaus.

3.9. Nubrézkite trimacio harmoninio osciliatoriaus a) radikaliaja
funkcija R,, b) rR,, c) le , d) rzRf, energiju intervale
0< E <30, esant /=0, 1. Osciliatoriaus daznis @ =0.8. Pradékite
nuo 4 deskriptoriaus. Apskaiciuokite trijy Zemiausiy lygmenuy energi-
jas.

3.10. Nubrézkite trimacio harmoninio osciliatoriaus a) radikaliaja
4. D) TR, ©) R;, , d) rzR,f, energiju intervale
0< E <15, esant [ = 40, 41, 42, 43. Osciliatoriaus daznis w=1.

Pradékite nuo 3 deskriptoriaus. Palyginkite gautas funkcijas su funk-

funkcija R

cijomis, gautomis 3.6 ir 3.8 uzduotyse.

IV. Rezultaty pateikimas

1. Pateikdami ataskaita nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-
ma; savo varda ir pavardg; laboratorinio darbo tiksla.
2. Uzrasykite laboratorinio darbo uzduoties salyga.
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10.

Nubrézkite atitinkamas vienmacio harmoninio osciliatoriaus po-
tencialo duobés tikrines funkcijas, realiasias, menamasias dalis ir
tikimybiy tankius, kur reikia, apskaiciuokite nurodytus dydzius.
Nubrézkite sferiSkai simetrinio harmoninio osciliatoriaus spindu-
lines funkcijas.

Pateikite laboratorinio darbo i§vadas.

Pasiruoskite ginti laboratorini darba. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti 1 kontrolinius klausimus.

Kontroliniai klausimai

Tikriniy funkcijy ir tikriniy ver¢iy vienmacio harmoninio oscilia-
toriaus potencialo duobéje israiskos.

Vienmacio harmoninio osciliatoriaus daznis, standumo konstan-
ta, plotis.

Paaiskinkite, kodél labiausiai nutole susietyjy biiseny tikimybés
tankiy ptpsniai yra didziausi?

Kaip kei¢iasi vienmacio harmoninio osciliatoriaus potencialo
duobés spektras, augant harmoninio osciliatoriaus daznio @ ver-
tei?

Gauso bangy paketo judéjimas vienmacio harmoninio osciliato-
riaus potencialo lauke.

Kam lygi sferiskai simetrinio harmoninio osciliatoriaus potenci-
né energija?

Radikalioji Srédingerio lygtis.

Paaiskinkite, kodél labiausiai nutolgs funkcijos rszZ plpsnis

yra didziausias?

Kaip keiciasi funkcijy grafikai augant / vertéms, taCiau esant
toms pacioms pagrindiniy skai¢iy » vertéms?

Kaip keiciasi funkcijy grafikai augant pagrindiniy skaiciy » ver-
téms, taciau esant toms pacioms / vertéms?

34



VL. Literatiira

1.

Bandzaitis A., Grabauskas D. (1975). Kvantiné mechanika. Vil-
nius: Mokslas. P. 110-115.

Brandt S., Dahmen H. D. (1993). lliustruotoji kvantiné mechani-
ka. Kaunas: Vytauto Didziojo universitetas. P. 87-95.

Brandt S., Dahmen H. D., Stroh T. (2003). Interactive Quantum
Mechanics. New York: Springer-Verlag. P. 35-39.

Thaller B. (2000). Visual Quantum Mechanics: Selected Topics
with Computer-Generated Animations of Quantum-Mechanical
Phenomena. Springer. P. 103—118.

35



4 LABORATORINIS DARBAS
Trimatis bangy paketas

I. Darbo tikslai
1) Istirti trimacio bangy paketo i$plitima erdvéje laikui bégant.
2) Istirti sferiniy harmoniky priklausomybe nuo kvantiniy skaiciy.

II. Teoriné dalis

Kvantinéje mechanikoje, kaip ir klasikinéje, dalelés padéti trima-
téje erdvéje apibudina trys spindulio vektoriaus komponentés
F(x, y,z). Trimis komponentémis apibréziamas ir judesio kiekio
operatorius ﬁ(ﬁx, D, ﬁz) Kiekviena judesio kiekio operatoriaus

komponenté yra lygi:

s _ho . ho . ho

=—— , == 4.1
P BT oy P =5 @l
Judesio kiekio operatorius vektorius
hfo o0 0 h
—|—,—,— |=—V (4.2)
i\ox oy oz i
h
reiSkiamas diferencialiniu operatoriumi V (nabla), padaugintu i§ —.
i

Trimaté stacionarioji plokscioji banga
0,(F)=— exp[ip XJ#eXp[ip ij
! N2mh o \h T ) N2an R
1 i 1 I ..
X ———=€Xp| — p.Z | = ——=¢xXp| — pr |;
N27h (h j (27h)’ th J

¢ia pr=p.x+p,y+p.z Tai trijy vienmaliy stacionariyjy ban-

(4.3)

gy, judanciy koordinaciy asiy kryptimis, sandauga.
PavirSius yra statmenas bangos vektoriui
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i=P. .
7 (4.4)

Bangos ilgis apibréziamas analogiskai kaip ir vienmaciu atveju:
2r
d

Trimaté stacionarioji ploksc¢ioji banga yra triju skirtingy operatoriy
tikriné funkcija, nes

p.0,(F)=p.0, (7). b,0,(F)=p,0,F)

p-9;(7)=p.o; (7). (46)
Skai€iai p,, p,, p, vadinami trimatés ploks¢iosios bangos judesio
kiekio tikrinémis vertémis.

Trimaté nuo laiko priklausanti banginé funkcija gaunama padauginus
stacionariajg funkcija (4.3) 1§ laikinio fazinio daugiklio:

P S Lorl
Vs (r,t)— (27[h)3 exp[ 7 Etj exp[h prj @7
=y, (v, iy, (2.0)

Nuo laiko priklausancia trimatés harmoninés bangos iSraiskq galima
suskaidyti i tris vienmates bangas.

Laisvosios trimatés dalelés judéjima nusako ploks¢iyjy bangy
superpozicija, taciau spektriné funkcija yra sudétingesné:

f@)=r.( ) p, )7 (p. ) (4.8)

kur
_ 1 (Pu = Puw) -
fa(pa)_ eXp 2 ) a_x’y’Z' (49)
o 27 4O-p[,

Pa
Tai trijy Gauso spektriniy funkcijy sandauga. Didziausia jos verté yra
taske (Pxo:PyOaon): D, Funkcijy (F —7,,t) superpozicija

apibrézia integralas:
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v (F.0)= [f (B, (F=7.0d b. (4.10)
Jis nusako bangy paketo, pradedancio judéti momentu #=0 is tasko
¥, ir turin¢io vidutini judesio kieki p,, judéjima. Kadangi abi poin-
tegralinés funkcijos f ( ]3) ir y; (17 - 170,t) yra rei§kiamos triju dau-
ginamyjy, priklausan¢iy nuo skirtingy kintamyju, sandauga, tai integ-
rala galima iSreiksti trijy nariy sandauga

w, (7, 0)= M, (5,00 M (y,0)e” VM (2,00 (411)
Kiekvieno nario iSraiSka analogiSka vienmacio bangy paketo isSrais-
kai.

4.1 pav. parodytas tikimybés pasiskirstymas |g//(x, y,t)|2 , kai banguy

paketas juda (x, y) plokstumoje (z = 0), keturiais laiko momentais.

4.1 pav. Tikimybés pasiskirstymas ‘W(x, y,t}z, kai bangy paketas juda (x, y)
plokstumoje (z = 0), keturiais laiko momentais. Taskai plok§tumoje Zymi
atitinkamas klasikinés dalelés padétis. Sis tikimybiy pasiskirstymas yra

dvimaté Gauso funkecija, iSplintanti laikui bégant.
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Trimati Gauso bangy paketa visiskai apibtidina kovariacijos elip-
soidas. Elipsoidai, atitinkantys keturis skirtingus laiko momentus,
parodyti 4.2 pav.

4.2 pav. Gauso bangy paketo kovariacijos elipsoidai, atitinkantys keturis

skirtingus laiko momentus

Trimatj judéjimg apibiidina judesio kiekio momentas L. Tadiau

judesio kiekio momento komponentés L , L , L. nekomutuoja

tarpusavyje, taigi vienos komponentés operatoriaus tikriné funkcija
negali tuo pat metu buti kitos komponentés operatoriaus tikriné
funkcija. Taciau judesio kiekio momento operatoriaus vektoriaus

kvadratas L’ komutuoja su bet kuria i§ $iy komponenc¢iy. Jo iSraiska
sferingje koordinaciy sistemoje yra:

A 2
[’ =-n? '1 i(singijJr : 12 0 ~ (4.12)
sin 4 09 04) sin” 3 0¢

¢ia 9 yra polinis kampas, o ¢ — azimutas. Operatoriaus L* tikriniy

verciy lygtis:
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L'y, (3, ¢) =11+ 1)1y, (9, ¢). (4.13)
Operatoriaus tikrinés funkcijos Y, (9, ¢) yra vadinamos sferinémis
harmonikomis. Jos priklauso nuo dviejuy kvantiniy skai¢iy: judesio
kiekio momento kvantinio skaiciaus /, kuris gali igyti tik sveikasias
neneigiamas vertes / = 0, 1, 2, ..., ir magnetinio kvantinio skaiciaus
m, igyjancio tik sveikasias vertes intervale —/<m</ .

Sferines harmonikas galima iSreiksti per jungtines Lezandro
funkcijas P" (cos &):

o R0+ 1(=m) N
v, (9 9)= (1) «/iiz%ﬁ 5)P, (cos ). @14

Jungtinés Lezandro funkcijos yra reiSkiamos Lezandro daugianariais
Sitokiu budu:

P (x)=(-x)" 9 p(x) (4.15)
dx"”
Lezandro daugianariai apskaiCiuojami naudojantis Rodrigeso for-
mule:
1 d [ ) 1]
Plx)=————[x"-1) |. 4.16

Jeigu magnetinis kvantinis skai¢ius m igyja neigiamas vertes, tuomet
sferinéms harmonikoms galioja sarysis:

Y,(9.¢)=(1)"Y,, (8. 4 m<0. (417)
Keletas pradiniy sferiniy harmoniky israisky:
1
Yoo =——, Y, = i(:0519‘,
Y ar Y Nz

Y, =‘w/% sin e, Y, = i(3cos2 9—1), (4.18)

6
Y, = —‘/E singcosJe?, Y,, = Ji sin” ge’?.
’ 8 ’ 327
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Nors Lezandro daugianariai ir jungtinés Lezandro funkcijos yra rea-
liosios funkcijos, sferinés harmonikos bendru atveju yra kompleksi-
nés funkcijos. 4.3 pav. pavaizduota Y , (9,0) ir Y5 (9,4) realiosios

ir menamosios dalys bei ty funkcijy absoliutiniy verc¢iy kvadratai.

4.3 pav. Sferiniy harmoniky Y; , (19,¢) ir Y3 5 (19,¢) realiosios ir
menamosios dalys bei ty funkcijy absoliutiniy veréiy kvadratai

Kadangi sferinés harmonikos priklauso nuo dviejy kampuy, jas
galima vaizduoti sferinéje koordinaciy sistemoje. Tie atvaizdai pa-
teikti 4.4 pav.
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Y

4.4 pav. Sferiniy harmoniky absoliutiniy ver¢iy kvadraty atvaizdai sferinéje

koordinaciy sistemoje

III. Darbo uzduotys

4.1. Trimatis Gauso bangy paketas (x, y) plokStumoje yra pradinéje
padetyje x, =—2, y,=-2. Jo pradiniai grei¢iai v, =4,

v,, =4, pradiniai plotiai o, =0.5, o, =0.5. Laiko momen-

tams ¢ = 0 ir # = 1 nubrézkite bangy paketo a) realigja dali, b) mena-
maja dalj, ¢) modulio kvadrata. Pradékite nuo 4 deskriptoriaus. Ap-
skaiCiuokite plocius, kai laiko momentas 7 = 1.

4.2. Bangy paketas laiko momentu ¢ = 0 yra nurimgs ir turi tokius

pradinius dydzius x, =0, y,=0, v,=0, v,=0, o,=1,
O, = 1. Laiko intervalams Af = 0.57, kur n = 3, 4, 5, nubrézkite

bangy paketo a) realiaja dali, b) menamaja dalj, ¢c) modulio kvadrata.
Pradékite nuo 4 deskriptoriaus.
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4.3. Nubrézkite dalelés, kurios pradinés vertés yra x, =-3,
Vo=—2, zo=-1, v,=5 Vi = L5 v,=1 o,=1,
0, =105 o, =2, kovariacijos elipsoidus laiko momentais

t=0, 1, 2. Pradékite nuo 5 deskriptoriaus. Apskaiciuokite klasikines
dalelés, turincios tokias pat vertes, judesio kiekio momentus.
4.4. Nubrézkite dalelés, kurios pradinés vertés yra x, =-5,

Yo=-2, zo=-L v,=5 wv,=15 v,=1 o,=18
o, =15, o, =1, kovariacijos elipsoidus laiko momentais

t=0, 1, 2. Pradékite nuo 5 deskriptoriaus. Palyginkite gautus kova-
riacijos elipsoidus su elipsoidais, gautais 4.3 uzduotyje.

4.5. Nubrézkite nurimusio sferinio bangy paketo kovariacijos elip-
soidus keturiais laiko momentais # = 0, 0.2, 0.4, 0.6. Paketo plociai
lygls 0,,=0 =0, =0.2. Pradékite nuo 5 deskriptoriaus. Paais-

kinkite elipsoidy formos kitimga laikui bégant.
4.6. NubréZzkite Lezandro daugianarius P, (x), esant atitinkamoms / ver-

téms: a) /=9, 10, 11, 12,b) /=13, 14, 15, 16, ¢) [ = 20, 21, 22, 23. Gra-
fikus pateikite 2x2 formatu. Pradékite nuo 3 deskriptoriaus. Kiek nuliy
turi polinomai?

4.7. Nubrézkite jungtines Lezandro funkcijas P (x), esant atitin-

kamoms / ir m vertéms: a) [ =4, m=0, ..., ,b) =7, m=0, ..., L
Grafikus pateikite 4x4 formatu. Pradékite nuo 4 deskriptoriaus. Kiek
nuliy turi funkcijos A" (x) ?

4.8. Nubrézkite sferiniy harmoniky realigsias ir menamasias dalis bei
absoliutiniy verciy kvadratus, esant / =2 ir m = 0, 1, 2. Pradékite nuo
6 deskriptoriaus. Kiek nuliy turi sferinés harmonikos?

4.9. Nubrézkite sferiniy harmoniky absoliutiniy ver¢iy kvadratus
sferinéje koordinaciy sistemoje, esant / =5, m = 0, ..., [. Pradékite
nuo 8§ deskriptoriaus.
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4.10. Nubrézkite sferiniy harmoniky absoliutiniy veréiy kvadratus

sferinéje koordinaciy sistemoje, esant / = 7, m = 0, ..., [. Pradékite

nuo 9 deskriptoriaus.

IV. Rezultaty pateikimas

<

A

Pateikdami ataskaita nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-
ma; savo varda ir pavardg; laboratorinio darbo tiksla.

Uzrasykite laboratorinio darbo uzduoties salyga.

Nubrézkite trimacio bangu paketo realigsias, menamasias dalis,
modulio kvadratus bei kovariacijos elipsoidus.

Nubrézkite Lezandro polinomus, jungtines Lezandro funkcijas ir
sferines harmonikas.

Pateikite laboratorinio darbo i§vadas.

Pasiruoskite ginti laboratorini darba. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti 1 kontrolinius klausimus.

Kontroliniai klausimai

Kas apibudina dalelés judéjima trimatéje erdvéje?

Kaip isreiskiama trimaté stacionarioji plokscioji banga?

Kas nusako laisvosios trimatés dalelés judéjima?

Ka apibiidina kovariacijos elipsoidas?

Vienmatis bangy paketas neiSplinta erdvéje. Kodél i$plinta tri-
matis paketas?

Kode¢l kvantingje rnechanikojf: placiau naudojamas ne judesio
kiekio momento operatorius ii o judesio kiekio momento ope-
ratoriaus vektoriaus kvadratas L>?

Kokios funkcijos yra tikrinés operatoriaus I funkcijos?
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8. Ar sferinés harmonikos yra tikrinés operatoriy L _, Ly, L,

funkcijos?
9. Nuo kokiy kvantiniy skai¢iy priklauso sferinés harmonikos?
10. Kas nusako sferiniy harmoniky nuliy skaiciy?
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5 LABORATORINIS DARBAS

Susietieji harmoniniai osciliatoriai

L. Darbo tikslas

Istirti dvieju susietyjy harmoniniy osciliatoriy tikimybés tankio pri-
klausomybe nuo sistemos kvantiniy skaiciy ir koreliacijos koeficien-
to jtaka dvieju susietyjy harmoniniy osciliatoriy sistemai.

II. Teoriné dalis

Yra zinoma, kad pagrindinis kvantinés mechanikos dydis — ban-
giné funkcija. Dviejuy daleliy sistema apibiidina banginé funkcija
‘I’(x1 X5, l‘), priklausanti nuo laiko ir abiejy daleliy erdviniy koordi-

naciy. Jos modulio kvadratas |‘I—'(x1 ,xz,tx2 yra bendrasis tikimybés

tankis. Dalelés vadinamos skirtingomis, jei skiriasi ju masé, krivis
arba kitos charakteristikos. Jeigu visos ju charakteristikos vienodos,
dalelés vadinamos tapaciomis. Kai dalelés yra skirtingos, tai dydis

|‘P (xl,x2,1)|2dxldx2 (5.1
nusako tikimybe laiko momentu 7 rasti pirmaja dalelg intervale dx,
apie taska x,, o antraja dalel¢ — intervale dx, apie taska x,. Dviejy

daleliy sistemos bendrasis tikimybés tankis apibréziamas konkreciu
laiko momentu

p(xl,xz)Ep(xl,xz,t0)=|‘P(x1,x2,t0)|2. (5.2)

Tuomet dydziai

P (xl ) = Ip(xl > Xy )dxz
- (5.3)

P> (Xz ) = Ip(‘xl > X )dxl
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yra ribiniai pasiskirstymai, nusakantys tikimybeg rasti vieng i§ daleliy,
nepriklausomai, kur yra antroji dalelé.

Vienas paprasciausiy, turin¢iy praktinés reik§més pavyzdziy yra
dviejy skirtingy vienodos masés daleliy judéjimo iSoriniame oscilia-
toriaus potencialo lauke tyrimas. Tegul iSoriniai potencialai yra Sito-
kio pavidalo:

V(x1)=§x12, V(xz):gxzz, k> 0. (5.4
Tegul dalelés saveikauja harmonine jéga, kurios potenciné energija
Vc(xl,xz)zg(x1 —xz)z, K >0. (5.5)
Tuo atveju sistemos hamiltonianas yra lygus:
n? 2 B a2
:—EE+V()C1)—E@+V()C2)+ Vc(xl,xz). (5.6)

Si i§raiska yra analogiska vienos dalelés atvejui, bet visa energija
lygi ne vienos, o dviejy daleliy kinetinés ir potencinés energiju su-
mai.

Pradines salygas apibrézia daleliu koordinac¢iy vidutinés vertés
laiko momentu =17, :x,, = <xl (to )> ir x,, = <x2 (to )> Tarkime,

kad abiejy daleliy pradinés judesio kiekio vertés lygios nuliui. Lygtis
turi be galo daug sprendiniy, tenkinanciy tokias pradines salygas,
taciau jeigu apsiribosime Gauso pakety forma pradiniu laiko momen-
tu, gausime vienareikSmiskg sprendini. Vélesniais laiko momentais
pradinis paketas iSlaikys Gauso pakety forma, tadiau atitinkamos
dvimatés Gauso funkcijos parametrai taps priklausomi nuo laiko.
Bendru atveju jis turi Sitokj pavidala:

v el (x]—<x]>)2
e ”’{ 2(1—62)[ X 6

2 (xl —<x1>)(xz —<x2>)+ (x2 - <x2>)2 ]}

0,0, 0,
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Ta dvimaté Gauso funkcija priklauso nuo penkiy parametry. Tai —
koordinaciy vidurkiai <x1 >, <x2 >, plociai o, o, ir koreliacijos koe-
ficientas ¢. Dvimatés Gauso funkcijos ribiniai pasiskirstymai yra
vienmatés Gauso funkcijos:
2
p(x)= ! exp —(xl —<x1>)
S 2z, ol |

P (xz ) = \/571[0_2 exp[— (xz ;_<;2 >)2 J

Koordinaciy vidurkiai atitinka dviejy daleliy klasikines padétis. Kai
c=0, kintamieji x, ir x, nekoreliuoti. Tai reiskia, kad galiojantis

(5.8)

rySys Xx; > <x1> neleidzia teigti, ar x, > <x2>, ar x, < <x2 > Jei
kintamieji koreliuoti, tai yra ¢ # 0, situacija yra kitokia. Kai kore-
liacija teigiama (c > 0), tuomet, jei zZinoma, kad x, > <x1 >, galime
teigti, jog tikétinesnis rySys x, > <x2> negu x, < <x2 > Jeigu kore-
liacija neigiama (c < 0), tuo atveju, jeigu Zinoma, kad x, > <x1 >,
labiau tikétina, kad x, < <x2> negu x, > <x2>. Koreliacijos dydi
nusako ¢ verté, ji kinta Sitaip: —1<¢ <1. Kai ¢ ==1, turime vi-
siSkos koreliacijos atveji. Kai kintamieji nekoreliuoti, rySys tarp
bendrojo tikimybés tankio ir ribiniy tikimybés tankiy yra labai pa-
prastas:

p(xlaxz): P (xl )pz (xz ) (5.9)

Pradédami smulkiau nagrinéti susietyjy osciliatoriy sistema, turime
atkreipti démes; i tokius faktus:
1. Vidurkiy <x1 (t)> ir <x2 (t)> priklausomybe nuo laiko nulemia ju

pradinés vertés, ta priklausomybé yra tapati atitinkamai klasikiniy
daleliy koordinaciy priklausomybei. Ji nepriklauso nuo plo¢iy ir ko-
reliacijos koeficiento pradiniy ver€iy o,,, 0, ir ¢,.
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2. Plo¢iy o, (t), o, (t) ir koreliacijos koeficiento c(t) priklauso-
mybe¢ nuo laiko salygoja ju pradinés vertés. Ji nepriklauso nuo dale-
liy pradiniy padéciy x,, ir x,,.

Koordinaéiy vidurkiy <xl (t)>, <x2 (t)>, plo¢iy o, (t), o, (t) ir

koreliacijos koeficiento c(t) priklausomybés nuo laiko pateiktos

5.1 pav.
<xy{t)= 5 . .
25
T 0 M-b t
=25}
9 10 20
<x(t)=> 5 .
25
‘i’ 3 ‘\_/\/WV»_b {
-25
_5 . .
0 10 20
o4(t) 2 . .
T ! \/\,/‘\/\/‘\-f\-/-\/\/\/\/\/v1
0 . =
0 10 20 !
G?(U 2 . .
T ! NATTTATITAVVAVN
0 - &t
0 10 20
c(t) 5
25
T 0 >t
-.25
-5 .
0 10 20

5.1 pav. Koordinaciy vidurkiy <x1 (t >, <x2 (t )>, ploc¢iy o, (t ), o, (t ) ir
koreliacijos koeficiento cl7 ) priklausomybés nuo laiko

Klasikine dviejy susietyjy harmoniniy osciliatoriy sistema api-
btdina du budingieji savieji virpesiy dazniai. Tuos virpesius atskirai
galima suzadinti parinkus tam tikras pradines salygas. Vienai savajai
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virpesiy riiSiai biidingas nurimgs sistemos masiy centras. Tie virpe-
siai atsiranda, jei dalelés i§ pradziy yra viena priesais kita, tai yra
X,y = —X,,. Tada masés centras atsiduria koordinaciy pradzioje ir
lieka ten visa laika nurimgs. Svyravimai vyksta tiktai iSilgai reliaty-
viosios koordinatés » = x, — x,, o ju kampinis daznis

k+2x

o, = . (5.10)
m

Kitos rusies savieji virpesiai atsiranda, jei i§ pradziy abi dalelés yra
tame paciame taske x,, = x,, = R,, kuris kartu nurodo ir masés

centro prading koordinate. Tuo atveju dalelés nesaveikauja ir visa
laika juda kartu, todél bet kuriuo momentu Xx, (t): X, (t) Dabar
Huko jéga veikia tik masés centra, ir jis svyruoja kampiniu dazniu
W, = ﬁ (5.11)
m
Dvieju susietyjy harmoniniy osciliatoriy sistemos hamiltoniana,

pateikta (5.6), galima isreiksti dviejy nariy suma:

H=H,+H,. (5.12)
Pirmasis narys

2 A2
H, =—2}2—M;2 +kR? (5.13)

o . 1 :
nusako masés centro judéjima, ¢ia R ZE(XI +x2) ir M =2m-—
sistemos mase.

Antrasis narys

2 2
H, =—h—a—2+l LI (5.14)
2uort 2\2

nusako daleliy judéjima viena kitos atzvilgiu, ¢ia r =x, —x, ir

MU= 5 daleliy sistemos redukuotoji masé.
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Kadangi hamiltoniano kintamieji atsiskiria, kiekvieng jo tikrine
funkcija galima isreiksti dvieju funkcijy, priklausanéiy nuo skirtingy
kintamyjy, sandauga. Kiekviena i$ juy yra paprastesnio hamiltoniano
tikriné funkcija:

HU (R =[N + L hou (R)
12 (5.15)
Hu,(r)= n+5 ho, u,(r).

Pirmasis jy nusako masés centro, o antrasis — santykinj daleliy judé-
jima. Visa sistemos energija lygi abiejy hamiltoniany tikriniy verciy
sumai:

E= N+% ho, + n+% ho,. (5.16)

Taigi, Siuo atveju kiekvienas energijos spektro lygmuo apibiidinamas
dviem nepriklausomais kvantiniais skaiciais — N (nusako masés centro
suzadinima) ir » (jvardija santykinio judéjimo busena). Kai kuriy ma-
ziausiy N ir n ver¢iy atitinkamos tikrinés funkcijos pateiktos 5.2 pav.

1]
L=1
=]
L}
L=}

gelxgxs) , N

el , N = 1, n o= 0

pelegg) , N = 0, n =1 Pelxgxg) , N = 1, n =1

5.2 pav. Kai kuriy maziausiy N ir n ver¢iy atitinkamos tikrinés funkcijos
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III. Darbo uzduotys

5.1. Nubrézkite dviejy nesusietyjuy harmoniniy osciliatoriy tikrines
funkcijas duotai standumo konstantai k¥ = 2 ir masei m = 1, esant
keliems kvantiniy skaiciy rinkiniams: a) N=0, 1; n =0, 1, b) N=0,
1;n=2,3,c)N=2,3;n=0, 1,d) N=2, 3; n=2, 3. Pradékite nuo
5 deskriptoriaus. Grafikus pateikite 2x2 formatu.

5.2. Nubrézkite dvieju susietyju harmoniniy osciliatoriy tikrines
funkcijas duotoms standumo konstantoms k = 1 ir k¥ = 2, esant ke-
liems kvantiniy skaiiy rinkiniams: a) N=0, 1; n =0, 1, b) N=0,
I;n=2,3,c)N=2,3;n=0,1,d) N=2, 3; n=2, 3. Pradékite nuo
5 deskriptoriaus. Grafikus pateikite 2x2 formatu.

5.3. Nubrézkite dvieju susietyjy harmoniniy osciliatoriy tikimybiy tan-
kius duotiems kvantiniams skai¢iams N =1, 2 ir n = 1, 2. Osciliatoriy
standumo konstantos lygios k =2 ir x = 5. Pradékite nuo 5 deskripto-
riaus. Paaiskinkite tikimybiy tankiy priklausomybg¢ nuo kvantiniy
skaiéiy N ir n.

5.4. Nubrézkite dvieju susietyjy harmoniniy osciliatoriy tikimybiy tan-
kius duotoms standumo konstantoms k = 1 ir k¥ =4, esant keliems
kvantiniy skai¢iy rinkiniams: a) N=2,3;n=0,1,b)N=2,3; n=2, 3,
)N=4,5n=0,1,d) N=4, 5; n =2, 3. Pradékite nuo 5 deskripto-
riaus. Apskai¢iuokite pilnutines susietyju harmoniniy osciliatoriy sis-
temos energijas.

5.5. Duota dvieju susietyjy harmoniniy osciliatoriy sistema su tokio-
mis standumo konstanty vertémis: k = 2 ir x = 0.5 . Nubrézkite ko-
ordinaciy vidurkiy <xl (t)>, <x2 (t)>, plociy o, (t), o, (t) ir koreliaci-
jos koeficiento c(t) priklausomybes nuo laiko. Pradiniu laiko mo-
mentu ¢ = 0 Sie dydziai buvo lygis: <x10> =3, <x20> =0,
o, =101, o,, =0.5, ¢, =0. Paaiskinkite koordina¢iy vidurkiy

<x1 (t)> ir <x2 (t)> elgesi laikui bégant. Pradékite nuo 6 deskripto-
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riaus. Kodél laikui bégant koreliacijos koeficientas c(t) tampa nely-
gus nuliui?

5.6. Nubrézkite dviejy susietyjuy glaudziai koreliuoty harmoniniy os-
ciliatoriy sistemos koordina¢iy vidurkiy <x1 (t)>, <x2 (t)>, plociy
o, (t), o, (t) ir koreliacijos koeficiento c(t) priklausomybes nuo
laiko. Pradiniu laiko momentu ¢ = 0 Sie dydziai buvo lygis:
(x10) =2, (x59)=2, 0,y =09, 0, =0.6, ¢, =0.95. Pradekite
nuo 6 deskriptoriaus. PaaiSkinkite koordina¢iy vidurkiy <x1 (t)> ir
<x2 (t)> elgesi laikui bégant.

5.7. Nubrézkite dviejy nesusietyjy harmoniniy osciliatoriy tikimybiy
tankius o, (xl , xz) skirtingoms masés m = 1 daleléms, kuriy standu-
mo konstanta k£ = 2. Pradiniu laiko momentu 7= 0 koordinaciy vidur-
kiai, plo¢iai ir koreliacijos koeficientas lygiis: <x10> =-2, <x20> =3,
o, =1 0, =0.5, ¢, =-0.8. Grafikus pateikite 2x2 formatu duo-
tais laiko intervalais: ¢, = nAt, kurn=4,5,6,7, 0 At =0.501. Pradé-
kite nuo 7 deskriptoriaus. Kodél egzistuoja neigiama pradiné korelia-
cija?

5.8. Pakartokite 5.7 uzduotj bozony atveju.

5.9. Nubrézkite dvieju susietyjy harmoniniy osciliatoriy tikimybiy
tankius p,, (xl,xz) skirtingoms masés m = 1 daleléms, kuriy stan-
dumo konstantoms k = 2 ir k¥ = 20 . Pradiniu laiko momentu 7 = 0
koordinaciy vidurkiai, ploc¢iai ir koreliacijos koeficientas lygis:
<x10> =3, <x20> =-3, 0,=1 0, =0.5, ¢, =0. Grafikus pa-
teikite 2x2 formatu duotais laiko intervalais: ¢, = nAf, kur n =4, 5,
6,7, 0 At =0.2. Pradékite nuo 7 deskriptoriaus.

5.10. Panagrinékite dviejy skirtingy masés m = 1 daleliy ribinius pa-
siskirstymus. Daleliy standumo konstantos k = 2 ir xk = 0.8. Pradiniu
laiko momentu daleliy parametrai yra: <x10> =3, <x20> =0,
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Oy

=1, 0, =0.5, ¢, =0. a) Nubrézkite pirmosios dalelés ribinj

pasiskirstyma p, (xl,t) laiko intervale 0 <¢<4. b) Nubrézkite

antrosios dalelés ribinj pasiskirstyma Pp, (x2 ,t) tame paciame laiko

intervale. Pradékite nuo 9 deskriptoriaus.

IV. Rezultaty pateikimas

<

PR

Pateikdami ataskaitag nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-
ma; savo varda ir pavarde; laboratorinio darbo tiksla.

Uzrasykite laboratorinio darbo uzduoties salyga.

Nubrézkite susietyjy harmoniniy osciliatoriy potencialo duobés
tikrines funkcijas, tikimybiy tankius, koordinaciy vidurkiy plo¢iy
ir koreliacijos koeficiento priklausomybes nuo laiko.

Pateikite laboratorinio darbo iSvadas.

Pasiruoskite ginti laboratorini darba. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti { kontrolinius klausimus.

Kontroliniai klausimai

Ka nusako tikimybés tankis?

Kokias daleles vadiname tapac¢iomis, kokias — skirtingomis?

Ka vadiname ribiniais pasiskirstymais?

Koks yra rySys tarp bendrojo tikimybés tankio ir ribiniy tikimy-
bés tankiy, kai kintamieji nekoreliuoti?

Kokie parametrai apibiidina dviejy daleliy sistemos bendraji ti-
kimybés tanki?

Dviejy iSoriniy susietyjuy harmoniniy osciliatoriy potencialy is-
raiskos.

Kaip koordinac¢iy vidurkiai priklauso nuo koreliacijos koefi-
ciento?
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8. Kas lemia koordinaciy vidurkiy ir plo¢iy priklausomybe nuo
laiko?

9. Kas apibudina klasiking dvieju susietyjy harmoniniy osciliatoriy
sistemg?

10. Kam lygi visa dviejuy susietyju harmoniniy osciliatoriy sistemos
energija?

VL. Literatira

1. Brandt S., Dahmen H. D. (1993). lliustruotoji kvantiné mechani-
ka. Kaunas: Vytauto Didziojo universitetas. P. 106—116.

2. Brandt S., Dahmen H. D., Stroh T. (2003). Interactive Quantum
Mechanics. New York: Springer-Verlag. P. 91-101.

3. Thaller B. (2000). Visual Quantum Mechanics: Selected Topics
with Computer-Generated Animations of Quantum-Mechanical
Phenomena. Springer. P. 121-136.
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6 LABORATORINIS DARBAS

Vandenilio atomas

Darbo tikslai
) Vandenilio atomo radikaliosios Srédingerio lygties sprendiniy bei

= =

tikimybés tankiy priklausomybés nuo kvantiniy skaiciy tyrimas.
2) Lagero daugianariy priklausomybés nuo kvantiniy skai¢iy tyrimas.

II. Teoriné dalis

Vandenilio atomas susideda i§ protono ir vieno elektrono,
skriejancio apie ji elektrinés jégos lauke. Elektrono, kurio kriivis ly-
gus —e, potencing energija protono (jo kruvis +e) lauke nusako pro-
tono kuriamas Kulono potencialas

U(r)=—2-1, 6.1)
4dre, r

padaugintas i$ elektrono kriivio:

2
vir)=—1 (62)
dre, r

2

Koeficienta galima isreiksti dvieju svarbiausiy gamtos kon-

4re,

stanty — Planko konstantos ir §viesos grei¢io — sandauga:

e’ 1
=ahc, a~—.
4re 137

(6.3)

Nedimensinis daugiklis « vadinamas smulkiosios strukttiros kon-
stanta. Vandenilio atomo stacionarioji Srédingerio lygtis:

no_,
[—Wv +hc%J(p(r)=E(p(r), (6.4)
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&ia M — elektrono masé. Sios lygties sprendinius galima iSreiksti ra-
dikaliyjy banginiy funkcijy R, (r) ir sferiniy harmoniky Y, (19,¢)
sandauga:

o(r)=R,(r)Y,,(3.4) (65)

Ta iSraiska istate i (6.4) lygti, gauname vandenilio atomo radikaliaja
Srédingerio lygti:

{ 2h]\2/[ i j: r+V, )}R (r)=E,R,(r). (6.6)

Tai tikriniy ver¢iy lygtis su tikrinémis vertémis E, ir tikrinémis

funkcijomis R, (r) Efektinis potencialas yra Kulono ir iScentrinio

potencialy suma:

()= nl+1) .«

Vg lr —he—. 6.7)
4 r’ r
Tikrinés vertés priklauso tik nuo pagrindinio kvantinio skaiciaus »:
1 2
En :——MC n—z, n:1, 2, oo s (68)

Jos sudaro begaling diskretiniy funkcijy aibg. Koeficientas
Mc*a?

~13.61el. Normuota radikalioji banginé funkcija turi
Sitoki pavidala;
1
2r 20+1 2”
R (r)=N_,|— | exp|— |L ;
nl( ) nl[na] p( naj et (6.9)
n=12,..; [=0,1, n-1.

Normavimo daugiklis

N o2 (n—1-1)

n 6.10
/ o' ?n? [(n N l)!]3 ( )
0 parametras
a= f ~0.5292-10™" m (6.11)
aMc
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lygus arciausiai branduolio esancios vidinés Boro orbitos spinduliui.
o palsl L . .
Funkcija L, (x) yra Lagero daugianaris. Vandenilio atomo radi-

kaliosios banginés funkcijos pavaizduotos 6.1 pav.

-.02 |

.04

-.06 4

6.1 pav. Vandenilio atomo radikaliosios banginés funkcijos

Grizkime prie vandenilio atomo elektrono trimaciy banginiy
funkcijy (6.5). Ju absoliutiniy ver¢iy kvadratai p,,, (r,3), nepri-

klausantys nuo azimuto ¢, yra parodyti 6.2 pav. Jie iSreiskia tikimy-

bés rasti elektrong konkre¢iame erdvés taske tankius.

6.2 pav. Vandenilio atomo elektrono trimaciy banginiy funkcijy,
nepriklausanciy nuo azimuto @, absoliutiniy ver¢iy kvadratai p,, (r, 3)

58



Vandenilio atomo banginé funkcija, atitinkanti kvantinius
skaiCius n =3, /=2, m =0, yra pavaizduota 6.3 pav.

Daze = 00002

6.3 pav. Vandenilio atomo banginé funkcija, atitinkanti kvantinius skai¢ius
n=3,1=2,m=0

Prie§ pradedant tirti radikaliasias funkcijas R, (r), verta panag-
rinéti Lagero daugianariy savybes. Lagero daugianariai yra antrosios
eilés diferencialinés lygties sprendiniai, priklausantys nuo parametry
nir o

2ra
L),

dx?

(@+1- x)dL"—(x) +nL?(x)=0. (6.12)
dx

Daugianariai yra apskaic¢iuojami pagal rekurentine formule:
L(x)=1, L(x)=a+1-x,

(n + 1) - (x) = (2n +a+1- x)L‘;’ (x)— (n + a)Lf;l (x)

Jie taip pat gali biti iSreiksti per gama funkcijas

a2\ N1V F(a+n+1)xj
L"(x)_];( 1 T(n—j+1)0(a+j +1);! (614

(6.13)

arba apskaiciuoti pagal Rodrigues formule:

L (x)zl'e—:d—:(x””e"). (6.15)
n! x% dx
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Lagero daugianariai turi tenkinti ortogonalumo salyga:
ILf,’ (X)L (x)x“e“dx =0, n#m. (6.16)
0

Daugianario nuliy skaiCius lygus n. Lagero daugianariy priklauso-
mybé nuo koordinatés x yra parodyta 6.4 pav., o 6.5 pav. pavaizduota
ju priklausomybé nuo koordinatés ir parametro .

= N =
H L L:
2 E [ ] ¥ i
? [} T [ T‘ 1

<5 =5 =5

A =H =%

-] k) ] H 5 L] ] 5 =
== 5 i ]

Li

/]
r

¥ 0 ] ] . i L
L 5 L 3 L 5u
¥ o $ s g
=] -3 -3
o ‘. =8 - o
[ ] L] 0 13 ] 0 a 3 L ]
—= % —+ x —

6.4 pav. Lagero daugianariy priklausomybé nuo koordinatés x

Lty Lty

Vaeddd

Cawmadl
r

6.5 pav. Lagero daugianariy priklausomybé nuo koordinatés x ir parametro o
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Vandenilio atomo elektrono radikaliyjy funkcijy R, (r), pa-

teikty 6.9 formule, pobiidi dideliy » verciy srityje nulemia eksponen-

tin¢ funkcija e_a, o koordinac¢iy pradzios aplinkoje — daugiklis
2r

I
(—j . Radikaliosios banginés funkcijos turi # —/ —1 mazguy, kuriy
na

skaiCius ir padétis sutampa su Lagero daugianariy nuliy skai¢iumi ir
padétimis.

Didé¢jant energijos vertéms, vandenilio atomo banginés funkci-
jos gana spar¢iai i$plinta i dideliy spindulio reik§miy sriti. Sio reiskinio
priezastis yra spartus Kulono potencialo duobés platéjimas didéjant
energijai. Energijos ver¢iy spektras yra iSsigimgs, kadangi, esant tam
tikrai kvantinio skaiciaus » vertei, kvantinis skaiCius / gali igyti bet
kurig reik8me i§ 0 </ < n—1 kitimo srities, o kiekviena turima / ver-
te atitinka 2/+1 judesio kiekio momento projekcijos verté, nes
—[ <m <. Taigi kiekviena » atitinka

n-1

> (21+1)=n’ (6.17)

=0

skirtingy biiseny, turin¢iy tq pacia tikring energijos vert¢ £ . Van-
denilio atomo trimatés banginés funkcijos iSreiskiamos kaip radika-
liyju banginiy funkcijy ir sferiniy harmoniky sandauga:

P (F)= R, (1)1, (9.9) (6.18)
Ji iSreiskia tikimybés rasti elektrona konkreciame erdveés taske tan-
kius.

III. Darbo uzduotys

6.1. Nubrézkite Kulono potencialo, kurio parametras o =1, a) radi-
kaliaja funkcija R,, b) rR,, ¢) R, d) r’R} intervale

0<r<30, kai / = 0, 1. Apskaitiuokite trijy Zemiausiy lygmeny
energijas. Pradékite nuo 4 deskriptoriaus.
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6.2. Pakartokite 9.1 uzduotj, esant tokioms / vertéms: / = 20, 21, 22,
23. Pradékite nuo 4 deskriptoriaus. Paaiskinkite spinduliniy funkciju
priklausomybg nuo /.

6.3. NubréZzkite Kulono potencialo tikimybiy tankius p,,. (r, 9) duo-
tam kvantiniy skai¢iy rinkiniui » =1, /=0, m = 0. Pradékite nuo 9
deskriptoriaus. Kodél neegzistuoja bisena n =1, / =1, m=1?

6.4. Nubrézkite Kulono potencialo tikimybiy tankius p,,. (r, 3)
duotiems kvantiniy skai¢iy rinkiniams n=2, /=0, m=0 ir
n=2, [=1, m=0,1. Pradékite nuo 9 deskriptoriaus. Kaip mazgu
skaicius priklauso nuo kvantiniy skai¢iy?

6.5. Nubrézkite Kulono potencialo tikimybiy tankius p,,. (r, 3)
duotam kvantiniy skai¢iy rinkiniui » =15, /=14, m =0, 14. Pra-
dekite nuo 9 deskriptoriaus. Paaiskinkite skirtumus atvejais, kai
m=0 ir m=14.

6.6. Nubrézkite Lagero daugianarius L7 (x), esant atitinkamiems
parametry rinkiniams: a) n =3, =0, 1; n =4, a =0, 1 x intervale
0<x<11,b)n=3,a=0,1;n=4, =0, 1 x intervale 0 < x <13.
Grafikus pateikite 2x2 formatu. Pradékite nuo 21 deskriptoriaus.

6.7. Nubrézkite vandenilio atomo radikaligsias bangines funkcijas
intervale 0 <x <60, esant atitinkamiems kvantiniy skai¢iy rinki-
niams: n =0, 1, 2; / =0, 1, 2. Grafikus pateikite 3x3 formatu. Pradé-
kite nuo 23 deskriptoriaus.

6.8. Nubrézkite vandenilio atomo radikaligsias bangines funkcijas
intervale 0 <x <60, esant atitinkamiems kvantiniy skai¢iy rinki-
niams: n =3,4,5ira) /=0, 1, 2; b) / =0, 1, 2. Grafikus pateikite
3x3 formatu. Gautus rezultatus palyginkite su 6.7 uzduoties rezulta-
tais. Pradekite nuo 23 deskriptoriaus.

6.9. Nubreézkite Lagero daugianarius L7 (x) intervale 0 < x <10 su

kintamu parametru ¢ (0 <a <5)irn=0, 1, 2, 3. Grafikus pateikite
2x2 formatu. Pradékite nuo 24 deskriptoriaus.
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6.10. Nubrézkite Lagero daugianarius L7 (x) intervale 0 <x <10

su kintamu parametru @ (0 <o <5)irn=4, 5, 6, 7. Grafikus patei-

kite 2x2 formatu. Pradékite nuo 24 deskriptoriaus.

IV. Rezultaty pateikimas

L.

<

—_—

10.

Pateikdami ataskaitag nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-
ma; savo varda ir pavarde; laboratorinio darbo tiksla.

Uzrasykite laboratorinio darbo uzduoties salyga.

Nubrézkite susietyjy harmoniniy osciliatoriy potencialo duobés
tikrines funkcijas, tikimybiy tankius, koordinaciy vidurkiy plociuy
ir koreliacijos koeficiento priklausomybes nuo laiko.

Pateikite laboratorinio darbo iSvadas.

Pasiruoskite ginti laboratorini darba. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti { kontrolinius klausimus.

Kontroliniai klausimai

Kokio potencialo lauke juda elektronas vandenilio atome?
Vandenilio atomo Srédingerio lygtis.

Kaip priklauso funkciju R,,, ¥R ,, R’ , r’R’, mazgy skai&ius
nuo kvantiniy skaiciy # ir [?

Kaip keiciasi radikaliyjy funkcijy grafikai, augant / vertéms?
Kaip tai paaiskintuméte?

Kaip priklauso tikimybés tankiy p,,, (r, 3) mazgy skaicius nuo
kvantiniy skaiéiy n, [ ir m?

Nuo kokiy parametry priklauso Lagero daugianariai?

Kokios diferencialinés lygties sprendiniai yra Lagero daugiana-
riai?

Lagero daugianariy rekurentiné formulé. Lagero daugianariy
skaic¢iavimo formulés.

Lagero daugianariy ortogonalumo salyga.
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7 LABORATORINIS DARBAS
Vienmaté potencialiné sklaida

I. Darbo tikslai

1) ISnagrinéti potencialing sklaidg keleto duobiy sistemose.
2) ISnagrinéti rezonansing sklaida.

3) Nustatyti sklaidos amplitudg.

II. Teoriné dalis

Dalelés sklaida vadinama glaudziaja, jeigu sklaidos metu pakinta
tiktai judesio kiekis, o dalelés energija iSlieka tvari. Jéga, kuriai vei-
kiant vyksta sklaida, vadinama artisicke jéga, jeigu ji praktiSkai ne-
lygi nuliui tik baigtinéje srityje apie jégy centra. Sios srities biidinga-
sis ilgis d vadinamas jégos veikimo siekiu. Dalelés glaudzioji sklaida
susideda i$ trijy etapuy:

I) Dalelé laisvai juda jégos veikimo srities link.

II) Dalelé juda jégos veikimo lauke ir dé¢l lauko poveikio dalelés
judesio kiekis pasikeicia.

IIT) Po sklaidos isskriejusi i§ jégos veikimo lauko dalelé¢ veél juda
laisvai.

Dalelés, kurios masé yra m, laisvaji judéjima apibiidina de Broilio
bangy paketas

1 .
y/p(x—xo,t):mexp{—%(Et—px+pxo)} (7.1)

Jeigu paketo spektriné funkcija f (p) igyja nelygias nuliui vertes

teigiamy p verciy srityje, paketas

y(x.1)= If (p)exp(— %EtJﬁeXp[— %P(x - X, )jdp (7.2)
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juda isilgai x aSies i$ kairés { deSing x didéjimo kryptimi. Jei sumuo-
jamos de Broilio bangos, turin¢ios neigiamus judesio kiekius:

1 .
l//_p(x— xo,t): mexp {—%(Et + px — pxo)},(7.3)

bet tq pacia spektring funkcija f ( p), tai pakeitimo p’'=—p déka
galime pamatyti, kad turime naujq paketa su spektrine funkcija
f (— p), kurios nuliui nelygios vertés yra pasiskirsciusios neigiamy
judesio kiekiy srityje. Toks paketas juda i§ deSinés i kaire, tai yra x ver-
¢iy mazéjimo kryptimi. Taigi, turimos spektrinés funkcijos paketai, su-
daryti i§ de Broilio bangy y/, (x—x,,2) ir v, (x - x,,), juda priesin-

gomis kryptimis. Judéjimo kryptj apibrézia stacionariosios bangos eks-

. .. 1 i .
ponentinés funkcijos Zenklas exp(i —plx—x j . Jeigu bangu
o P £ P %)

paketo spektrinés funkcijos f ( p) nuliui nelygios vertés yra teigiamy
judesio kiekiy verciy srityje, tai paketas, susidedantis i§ stacionariyju
bangy

exp(% plx—x, )J = explik(x —x, ), (7.4)

juda x verc¢iy didéjimo kryptimi, o paketas, sudarytas i§ stacionariyjy
bangy

ﬁq}%pu_%gzmmp%@_%n, 75)

juda x ver¢iy mazéjimo kryptimi.
Panagrinékime dalelg, judancia i§ kairés { deSing. Tegul dalele

veikianti jega
Fr)=—2p(x), (7.6)
dx

pagal apibrézima lygi potencinés energijos iSvestinei, turi baigtini

sieki d, o jos veikimo sritis yra tasko x = 0 aplinkoje. Pradiné pake-
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to padétis, apibréZiama didele neigiama x, verte, atitinka jo lokali-
zacija toli kairéje. Tada dalelé juda laisvai, neveikiama jokiy jégu.
Sioje srityje sprendinys yra de Broilio bangy paketas y/ » (x — Xy, t).

Po vienmatés sklaidos dalele gali tik pereiti potencialo barjera arba
atsispindéti. Peréjusi dalelé dideliy x verciy srityje vél juda laisvai,

todé¢l vaizduojama de Broilio bangy v/, (x—xo,t) paketu. Judesio

kiekio vertés p ir p'yra skirtingos, jeigu potencialas V(x) teigia-
my ir neigiamy x atvejais igyja skirtingas vertes. Atsispindéjusia
dalelg apibtudina judesio kiekis — p, todél ji ilgainiui palieka jégos
veikimo laukg ir grizta | dideliy neigiamy x sritj, kurioje ji vaizduo-
jama de Broilio bangy y_, (x— xo,t) paketu. Gautos ribinés saly-

gos reikalauja, kad stacionariosios Srédingerio lygties sprendinys

asimptotinése srityse turéty toki pavidala:

exp[i plx—x, )} +B exp[— ! plx—x, )} x << 0;
h h (7.7)
P = '

Aexp[%p’(x - X, )}, x>>0.

Panagrinékime potencialo Suolj, kurio aukstis taske x =0 lygus
V,. Jis dalija erdve i dvi sritis. Pirmoje, atitinkan¢ioje neigiamas ver-
tes, potencialas lygus nuliui, o antrojoje jis pastovus V(x) =V,. Sta-
cionarioji Srédingerio lygtis abiejose srityse yra to paties pavidalo:
hZ

d2
om P (x)+ 7, (X)p (x) = Egp(x), (7.8)
m dx

tatiau V¥, =0, o V, =V,. Stacionarusis sprendinys, atitinkantis

energijos vertg £, yra lygus:
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o, (x) = exp[% p(x - X, )} + B, exp{— %p(x - X, )}, x<0;
(7.9)

(2 (x) =4, eXp[ép'(x — X, )}, x> 0.

Pirmojoje srityje judesio kiekis p = x/2m—E , 0 antrojoje —
p'=+2mE -V, ) Kadangi potencialas turi trikj taske x =0, tai
funkcijos go(x) antroji iSvestiné Siame taSke taip pat néra tolydi, ta-
¢iau pati funkcija ir jos pirmoji i§vestiné turi buti tolydzios visur.
Sios salygos leidzia rasti koeficientus B, ir A,. Krintanc¢ios bangos
iSraiSkos koeficientas B, gali biiti bet koks. Kad biity paprasc¢iau, jis
prilyginamas vienetui. Panagrinékime stimos Suoli (Vo > 0) ir krin-
tanCiagja banga, kurios energija £ < V. Klasikin¢ dalelé tuo atveju

tik atsispindéty nuo potencialo Suolio. Kvantiniu atveju vaizdas yra
gerokai sudétingesnis. Peré¢jusios bangos judesio kiekis antroje srity-
je yra menamas

p' =\2mE-V,)=i2m(V, - E), (7.10)

todel banga
?, (x) =4, €Xp|:

ép’(x - x, )} =
R RN (]

yra reali eksponentiné funkcija, sparciai artéjanti prie nulio antroje

(7.11)

srityje. Pilnoji, priklausanti nuo laiko banginé funkcija gaunama pa-
iEt

dauginus stacionariaja bangg i§ daugiklio e " .

Kai E >V, krintan¢iosios bangos judesio kiekis

P =+2m(E-V,) (7.12)
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yra realus ir antrojoje srityje, todél abiejose srityse bangos kitimo
pobudis visai panasus.

Panagrinésime potencialo barjera, kai tarp tasky x =0 ir x =d
potencialas V(x) =V,, o visur kitur jis lygus nuliui. Tuo atveju yra

trys skirtingos sritys, kuriose sprendiniai lygts:
o, (x)= exp{; plx—x, )} +B, exp[—;p(x - X, )} x<0;
0,(x)= 4, exp[;lp'(x - X, )} +B, exp[—;lp’(x - X, )} 0<x<d, (7.13)

o, (x)= 4, eXp[;l plx—x, )}, x>d.

Judesio kiekis antroje srityje p' = 2m(E - Vo) , todel jis realus, kai
E >V, ir menamas, kai £ < V. Kompleksinius koeficientus 4 ir B
galima rasti i$ banginés funkcijos ir jos i§vestinés tolydumo salygu
barjero krastuose.

Tarkime, kad turime N potencialy barjera. Panagrinékime bangos
peréjimo ir atsispindéjimo per tokj potencialy barjera tikimybes. Siuo
atveju pakanka zinoti stacionariyjy bangy amplitudes asimptotinése
srityse, tai yra toli nuo barjery sistemos kair¢je ir desing¢je. Bendru
atveju jas vadinsime / ir N sritimis. Stacionariosios bangos §iose sri-
tyse:

9 = eXpEp(x X, )} +B, exp{— ép(x — %, )}

. (7.14)
i

Oy =4y eXp[g plx—x, )}-

2 T o . 2
, 0 atsispindéjimo tikimybé — |Bl| .

Per¢jimo tikimybé yra lygi |A v
Faktas, kad dalelé gali tik atsispindéti arba pereiti, uzraSomas salyga

4, +|B| =1, (7.15)
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kuri vadinama amplitudziy A, ir B, unitariSkumo salyga. Ji i§reis-
kia pilnosios tikimybés tverme. Jei atsispindéjusios bangos nelieka,
tuomet B, = 0, ir unitariSkumo salyga leidzia A4, igyti vertes kom-
pleksinés plokstumos skritulyje, kurio spindulys lygus vienetui. Sio
dydzio priklausomybé nuo energijos parodyta 7.1 pav., kurio virSuje
yra Argando diagrama. Tai kreive, rodanti kompleksinio dydzio A4,
priklausomybg¢ nuo energijos. Apskritimas zZymi aibe tasky, kuriuose
|AN|2 =1. Naudinga istirti menamosios dalies Im 4, ir realiosios
dalies Re 4,, kitima, energijai jgyjant vertes intervale nuo nulio iki
dvigubo barjero auks¢io. Menamoji dalis beveik visy energijy, ma-
zesniy uz barjero auksti, atveju kinta nulio aplinkoje, létai toldama
nuo jos, kai energija didé¢ja. Kai |A N|2 =1, atsiranda rezonanso reis-
kinys. Rezonanso energijos aplinkoje menamoji dalis sparciai padi-
déja, po to dar sparciau patenka i neigiamy reikS§miuy sritj ir tuoj pat
grizta { nulio aplinka. Realioji dalis (jos kitimas parodytas paveiks-
le su skrituliu), kai energijos reik§més yra mazesnés uz barjero
auksti, taip pat kinta nulio aplinkoje. Energijai did¢jant, ji sumazéja
iki neigiamy verc¢iy. Rezonansinés energijos aplinkoje ji igyja nei-
giamas smailes, kurios tolydzio platéja didéjant suzadinimo energi-
jai. A, modulio kvadrato kitimo kreivé taip pat turi platéjancias
smailes rezonansy srityse. Kai kurioms energijos vertéms, tarp jy ir

2 . . L
AN| tampa lygus vienetui. Tai reis-

didesnéms uz barjero auksti,
kia, kad per barjery sistemg pereinama be atspindzio.

I§ Argando diagramy galime atpazinti tipiSkus rezonanso pozy-
mius. Ne rezonanso srityje A, kinta labai létai, kol energija yra ma-
zesné uz barjero auksti, ji kinta nulio aplinkoje. Rezonanso srityje
kitimas labai spartus, taskas juda apskritimu pries laikrodzio rodykle,
o realioji ir menamoji dalys jgyja budingas rezonanso smailes. Kai

energija pasidaro didesné uz barjero auksti, trajektorijy kreivés nebe-
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grizta i kompleksinés plokstumos nulio aplinka, o perneSimas yra

didelis ir ne rezonanso srityse.

-1
—
= ds &, gt
&
& P heerr gy
M {
] i I
_ &
3
% 1 4 Y -
[] 5 - £ N
£ i —

- 1
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a3

1
-1 -3 i

7.1 pav. Argando diagrama, rodanti dalies, prasiskverbusios per dvieju
barjery sistema, kompleksinés amplitudés A,, priklausomybe nuo
energijos. Energija kinta nuo nulio iki vertés, lygios dvigubam barjero
auksciui. Amplitudés priklausomybé nuo energijos aiski i§ kreivés
kompleksinéje plokstumoje, prasidedancios koordinaciy pradzios taske.
Apskritimas riboja visa leisting 4, kitimo sritj. Realiosios dalies
priklausomybé nuo energijos pavaizduota apatinéje, 0 menamosios —

virSutinéje paveikslo dalyje.

Vietoje kompleksiniy amplitudziy A4, ir B, naudojamasi ir ki-
tokiu parametry rinkiniu, apibréziamu salygomis:
A, =1+2iT,,
B, =2iT,.

Pernesimo matricos elementai 7} ir 7, apibrézia parametry A, ir

(7.16)

B, nuokrypius nuo ver¢iy, kurias jie igytuy tuo atveju, jei potencialo
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nebiity, tai yra nuo veréiy A4, =1, B, =0. [ras¢ Sias iSraiskas |

sklaidos amplitudziy unitariSkumo salyga (7.15), gauname 7 matri-
cos unitariSkumo salyga:

Im7, =T,T; +T,T,. (7.17)

Lygti galima parasyti ir Sitaip:
1 1
(ReT, )’ +(ImTT —5) :Z—TRT;. (7.18)

Jei T,T, =0, §is sarysis apibrézia kompleksinius skaiGius 7., ku-

riuos vaizduoja apskritimo (jo spindulys lygus 1 , 0 centras taske i)
2 2

taskai. Kadangi |B1|2 <1, tai |TR|2 < i, todel lygties desinioji pusé

visada neneigiama. Kai 7, vertés nelygios nuliui, kompleksiniai

skai¢iai 7’ atsiduria srityje, kuria riboja apskritimas.

III. Darbo uzduotys

7.1. Nubrézkite iSsklaidytosios bangos banginés funkcijos a) realiaja
dali, b) menamaja dali, ¢) modulio kvadraty. Sklaidos potencialas

lygus
0, x<0;
V(x)=42, 0<x<0.5;
0, x=>0.5.

Pradékite nuo 20 deskriptoriaus. Kodél potencialo srityje banginé
funkcija yra ties¢?

7.2. Nubrézkite iSsklaidytosios bangos banginés funkcijos a) realiaja
dali, b) menamaja dali, c¢) modulio kvadrata. Sklaidos potencialas

lygus
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0, x<0;

2, 0<x<0.5;
V(x)=40, 05<x<1.5;

2, 15<x<2;

0, x>2.

Pradékite nuo 20 deskriptoriaus. Kodél kairéje puséje esancios ban-
gos amplitudé yra mazesné uz potencialo barjero auksti? Ar gali to-
kia banga prasiskverbti pro potencialy barjerg?
7.3. Istyrinékite rezonansing sklaida dviejy potencialo duobiy siste-
moje:

0, x<0;
2.5, 0<x<0.5;
V(x)=4 0, 05<x<2.5;
2.5, 25<x<3

0, x>3.

a) Nubrézkite banginés funkcijos modulio kvadratus, esant energijos

vertéms 0.4 < E <2.4. Kokioms energijos vertéms esant stebimas
rezonansas? b) Nubrézkite banginés funkcijos realiaja ir menamaja
dalis toms energijos vertéms, kurios tenkina rezonanso salyga. Pra-
dékite nuo 20 deskriptoriaus.

7.4. Istyrinékite rezonansing sklaida nesimetringje triju potencialo
duobiy sistemoje:

0, x<0;

7, 0<x<0.5;
0, 05<x<2.5;
7, 2.5<x<3;
0, 3<x<45;
7, 45<x<5;
0, x=5.
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Nubrézkite banginés funkcijos modulio kvadratus, esant energijos
vertéms a)0.01< £ <1.01, b) 1.01<E<2.01, ¢) 2.01<E <3.01,

d) 3.01<E<40l, ¢ 401<E<501, ) 501<E<6.0l,

g) 6.01 < E <7.01. Suraskite rezonansines energijos vertes kiek-
viename i$ §iy intervaly. Pradékite nuo 21 deskriptoriaus.

7.5. Nubrézkite potencialinio barjero peréjimo tikimybe |A N |2 duotai

dviejy potencialo duobiy sistemai:

0, x<0;
7, 0<x<2.5;
V(x)=40, 25<x<3;
7, 3<x<4.5;
0, x>5.

? , ir palyginkite jas

Apskaiciuokite energijas, esant maksimaliai |A v

su rezonansinémis energijos vertémis. Pradékite nuo 27 deskriptoriaus.
7.6. Panagrinékite potencialinj barjera

", x<0;
V,, 0<x<0.5;
V(x)=17,, 05<x<I;
V,, 1<x<L5;
Vs, x215.

Kai potencialy vertés lygios V, =0, V,=7, V,=-0.5,
V,=6.5, V,=-1, atsiranda rezonanso reiskinys, ir energija

tuomet lygi E =3.67. Nubrézkite banginés funkcijos modulio
kvadrata, esant a) ,nulinei jtampai“ V, =0, V, =7, V, =0,

V,=7, Vi=0, b) itampai, maZesnei uz rezonansing V, =0,
V,=1, V,=-025 V,=6.75 V,=-0.5, c) rezonansinei
itampai V, =0, V, =7, V,; =-0.5, V, =6.5, V, =-1, d) jtam-
pai, didesnei uz rezonansing V, =0, V,=7, V,=-0.75,
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V,=6.25, V, =-1.5. Pradékite nuo 20 deskriptoriaus. Kvanti-
nés duobés itampa skaiciuojama kaip pradinio ir galutinio poten-
cialo reikSmiy skirtumas U =V, — V. Srovés, tekancios per po-
tencialy barjera, stipris yra proporcingas potencialinio barjero
peréjimo tikimybei |A5|2 1= 0{|A5|2. Apskaiciuokite potencia-
linio barjero varza kiekvienu i$ duoty atvejuy.

7.7. Panagrinékite potencialini barjerg

V., x <0
V,, 0<x<0.5;
V,, 05<x<l;
V(x)=4V,, 1<x<l.5;
Ve, 1.5<x<2;
Ve, 2<x<2.5;
V., x225.

Potencialy vertes V, =0, V, =10, V, =95, V, =9, V, =-1,
yra fiksuotos. Potencialy V; ir Vs vertés kinta: a) jtampai esant ma-
zesnei uz rezonansing V; =V, = —0.35, b) esant rezonansinei jtam-
pai V; =V, =-0.5, c) itampai esant truputj didesnei uz rezonansing
V, =V, =-0.65, d) itampai,  didesnei  uz  rezonansing
V, =V =-0.75. Nubrézkite banginés funkcijos modulio kvadratus

visais keturiais atvejais ir pateikite juos viename lange. Pradékite nuo
20 deskriptoriaus.

7.8. Nubrézkite potencialinio barjero peréjimo tikimybe |A N|2 duo-

tam potencialui

0, x<0;
V(x)=416, 0<x<4;
0, x>4

75



esant energiju intervalui 15 < £ <22, Apskaiéiuokite visy galimy
rezonansy energijas. Pradékite nuo 31 deskriptoriaus.

7.9. Argando diagramoje pavaizduokite a) barjero peréjimo tikimybe
[y

menama dalj ImAy energijy intervale 0 < E <40, esant duotam po-

? , b) kompleksinés amplitudés Ay realiaja dali Redy ir ¢) jos

tencialui
0, x<0;
V(x)=4-16, 0<x<4
0, x4,

Pradékite nuo 31 deskriptoriaus.
7.10. Argando diagramoje pavaizduokite a) perneSimo matricos ele-

mento modulio kvadrata |T T|2 , b) jo realigja dali Re77 ir c) jo me-

nama dali Im 77 energiju intervale 0 < E <1, esant duotam poten-

cialui
0, x<0;
V(x)=4-5 0<x<I;
0, x>1.

Pradékite nuo 36 deskriptoriaus.

IV. Rezultaty pateikimas

1. Pateikdami ataskaita nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-
ma; savo varda ir pavarde; laboratorinio darbo tiksla.
Uzrasykite laboratorinio darbo uzduoties salyga.

3. Nubrézkite banginés funkcijos realiagja, menamajq dalis, modulio
kvadratus, potencialinio barjero peré¢jimo tikimybe, Argando
diagramas.

4. Pateikite laboratorinio darbo iSvadas.
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Pasiruoskite ginti laboratorinj darba. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti { kontrolinius klausimus.

Kontroliniai klausimai

Kokia sklaida vadinama glaudziaja?

Kaip juda dalelé, veikiama potencialinio barjero?

Kaip pakinta dalelés judesio kiekis, jai praéjus potencialinj barje-
ra?

Ar jmanoma, kad dalelé, kurios energija mazesné uz potenciali-
nio barjero auksti, prasiskverbty pro barjera?

Kaip gaunama nuo laiko priklausanti banginé funkcija?

Kokie koeficientai apibiidina dalelés peréjima per potencialini
barjera ir atsispindé€jima nuo jo?

Kokia yra rezonanso salyga?

Kokia yra amplitudziy unitariSkumo salyga?

Ka vaizduoja Argando diagrama?

. Kq apibrézia pernesimo matricos elementai?
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8 LABORATORINIS DARBAS
Trimaté potencialiné sklaida

I. Darbo tikslai

1) ISnagrinéti potencialing sklaidg sferinio stimos potencialo lauke.
2) ISnagrinéti sferines Beselio ir Noimano funkcijas.

3) Istirti i8sklaidytosios bangos radikaliyju funkcijy priklausomybe
nuo energijos.

II. Teoriné dalis

Panagrinékime stacionariaja Srédingerio lygti trimaciu atveju:
2

Vo) o) o

¢ia M — dalelés, judancios potencialo V(?) lauke, masé, £ — jos

energija ir 7 — dalelés spindulys — vektorius. Nagrinékime tiktai sfe-

riSkai simetring potencialo duobg. Tokioje duobéje potencialas pri-

klauso tiktai nuo spindulio 7 . Tuomet banginéje funkcijoje i§ (8.1)

lygties taip pat atsiskiria kintamieji:

0un ()= R(r)Y,, (3,9). (8.2)
Gauname radikaliosios banginés funkcijos dalies Srédingerio

lygti:

n’ {1 d>  1l+1) 2M

B 2M ;drz r r2 h2 :|Rl(kar): ER[(k,I"). (83)

Be kinetinés ir potencinés energijos operatoriy kairiojoje (8.3)
lygties puséje yra narys, iSreiskiantis iScentrinj potenciala:

nt 1(1+1)
LA 8.4
oM ®5
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priklausanti nuo judesio kiekio momento kvantinio skaiciaus /. Sferi-
nio stimos potencialo iSraiska tuomet biity tokia:

2
V0+;—Ml(ltl), 0<r<d;
_ r
)=y 11 +1) e (8.5)
2M ’

kur d yra stimos potencialo siekis, o V) — potencialo barjero aukstis.
Kai dalelés judesio kiekis yra tiksliai apibréztas, trimaté harmoniné
plokscioji banga e yra krintan¢iojo paketo idealizacija. Norint
nusakyti trimatés harmoninés ploksciosios bangos ™ sklaida po-
tencialo lauke, reikia suformuluoti ribines salygas: toli nuo potencia-
lo veikimo srities radikalioji banginé funkcija turi baiti lygi krintan-
¢iosios ploksciosios bangos ir iSsklaidytos bangos superpozicijai, o
kai » =0, radikalioji banginé funkcija turi bati lygi nuliui. Jei dalelé
juda laisvai, Srédingerio lygties sprendiniai yra sferinés Beselio
Ji (kr) ir Noimano #, (kr) funkcijy kombinacija.

Panagrinékime placiau Sitas funkcijas. Diferencialinés lygties
d’ d
P S (P =1+ 1))| £ () =0, (8.6)
dr dr

priklausanc¢ios nuo parametro /, sprendiniai yra pirmojo tipo Beselio
funkcijos

Ji (r): \/ZZJM/z(”)’ (8.7)
X

antrojo tipo sferinés Beselio funkcijos (taip pat vadinamos sferinémis
Noimano funkcijomis)

)= N )= (1 1) o

bei pirmojo (+) ir antrojo (-) tipo sferinés Hankelio funkcijos, kurios
yra (8.7) ir (8.8) funkcijy tiesinés kombinacijos:
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h1(+)( )—’[Jl _ml \/7H1+1/2
(8.9)
hl(i)(”):_i[h( +lnl \FH1+1/2

Sferinés Hankelio funkcijos gali buti perrasytos tokiu pavidalu:

+ir

h(r)=cr < (8.10)
¢ia kompleksiniai koeficientai C f yra polinomai:
. Lol (T+s)
Ct=(Fi) Y ——L(xir)". (8.11)
P )ngs!(z—s)!( )
Taigi, pirmosios dvi Hankelio funkcijos yra:
. +ir . ) 1 +ir
W () =5—, ) (x) = (¢z+—je . 8.12)
r r)r

Pritaikius (8.9) sarySius, galima apskaiciuoti pirmasias sferiniy Bese-
lio ir Noimano funkcijy poras:

. sinr sinr_ cosr
Jo (r ) = Ji ( )

: . : (8.13)
r r
n()= L ) S _S @14

Sferiniy Beselio ir Noimano funkcijy pobudi, kai argumento
vertés mazos, nusako Sitokios iSraisSkos:

)
SRR CYINTY
Kai x vertés didelés:

j,(r)—)lsin(r—%lﬁj, I’l,(?‘)—)lCOS(l"—%lﬂ'), r—o. (8.16)
r

7

n(r)— Q-1 0. (8.15)

Kadangi sferinés Noimano funkcijos diverguoja koordinaciy pradzio-
je, tik sferinés Beselio funkcijos yra turintys prasme laisvojo judéji-
mo radikaliosios Srédingerio lygties sprendiniai. Tatiau sferinémis
Noimano ir Hankelio funkcijomis naudojamasi sudarant Srédingerio

80



lygties sprendiniy asimptotines iSraiSkas. Sferiniy Beselio funkcijy
pavyzdziai pateikti 8.1 pav.

1 T T T T 1 T T T T 1 T T T T
4 s 4
fo o FfAAAR | ] o DAANAAnA
L L E L
o 0 20 30 40 50 a o 2 30 40 50 L] 1 20 30 40 50
— g — K — 3

t o AArAAnad | 1o ARAArand | | o PARAAAAN

L L L L L L L L L L L L
g 10 20 30 0 50 a 10 2 30 & 50 4 10 20 30 40 50
— — y — oz

P o FAAAAAAA | 1o EOAAAAAAA | o FAAAANAY

1 1 1 1 L = L 1 1 1 i 1 L L L
0 W 2o 30 &0 50 a9 0 20 30 s 50 4 10 20 39 4 50

—= ¥ —= —t

8.1 pav. Sferiniy Beselio funkcijy pavyzdziai

Nagrinéjant sferiniy potencialo duobiy bangines funkcijas su-
siduriama su neigiamomis energijos £ vertémis. Tokiais atvejais

V2ME
h

bangos skaiéius k = biina menamas dydis. D¢l to sferiniy
Beselio, Noimano ir Hankelio funkcijy argumentai gali biiti ir
menami, tai yra » = i7. Naudodamiesi (8.10) ir (8.11) gauname:

+77

R Y e (e

251 (- s)
(+)

Funkcijomis 7, (i 77) naudojamasi nusakant susietyjy btiseny ban-

(8.17)

gines funkcijas ne potencialo duobéje. Juy asimptotini pobudi, kai ar-

gumento vertés yra didelés, vaizduoja Sitoks reiskinys:
e"l
i (in)—»—, n— . (8.18)
n
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Sugrizkime prie (8.3) lygties. Kaip jau buvo minéta, radikalioji ban-
giné funkcija R, (k,!) spindulio r ver&iy, daug didesniy uz jégos vei-
kimo siekj d, srityje reiSkiama sferiniy Beselio J, (kr) ir Noimano
n, (kr) funkcijy tiesine kombinacija:
R,(k,1)— A, j,(kr)+ Bn,(kr), r>>d. (8.19)
Kai kuriy potencialy atveju galima rasti tikslius radikaliosios Srédin-
gerio lygties sprendinius. Vienas i§ tokiy potencialy — potencialas
susidedantis i§ duobés ir barjero:
Vi, O<r<d,,

Vir)=4 V,, d, <r<d,, (8.20)

V=0, d,<r<owo.
Kadangi treciojoje srityje potencialas lygus nuliui, tai pagal apibre-
zimaq jo siekis d lygus db.

Radikaliosios Srédingerio lygties sprendinius, apibidinanéius
sklaidos procesa, atitinka teigiamos energijos vertés. Vidinéje
(pirmojoje) srityje sprendinys proporcingas j, (k1 ,r), kadangi
n, (kl,r) yra singuliari taske » =0. Kitose srityse (antrojoje ir
trec¢iojoje) apribojimy néra, todél sprendinys reiSkiamas sferiniy
Beselio ir Noimano funkcijy superpozicija:

Rll(kl’r): A”j,(kl,r),
R,(k,r)z Rzz(kzar>: A, (kz,r)+B,2n, (kzﬂ’), (8.21)
R, (k3,r) = A5 ), (k3,7)+ Bls”l(k3ar)'

Bangos skaiciai pirmojoje ir antrojoje srityse yra:

1
ki » :E,/2MiE—VL2 ), (8.22)

o treciojoje srityje bangos skaiCius lygus krintanciy daleliy bangos
skaiciui:

k, = N2ME. (8.23)
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Banginés funkcijos ir jos i§vestinés tolydumo visoje argumento srity-
je salygos kiekvienai / vertei leidzia uzraSyti keturis sarysius pasto-
viy potencialo verciy sriciy ribose:
dR, \k,d dR,\k,d
Rzl(kadl):Rzz(kadz)a 116(1 1)2 zzc(l 2)7
3

dR,, (k:dz) _ dR,, 6‘5 d3)
dr dr

Tie sarysiai leidzia keturis nezinomus koeficientus isreiksti penktuo-
ju. Kadangi viena i§ ju (pavyzdziui, 4,;) galima prilyginti vienetui,

(8.24)

R,z(k,d2)= Ry, (k,d3 )a

nes tai reiskia krintanciosios bangos normavima, o visi kiti koeficien-
tai yra reallis, i§ tos lygCiy sistemos galime rasti banging funkcijg
visoje argumento kitimo srityje. Tuo atveju ji taip pat yra reali.
Sprendiniai, atitinkantys susietasias busenas, egzistuoja tik tam tik-
roms neigiamoms energijos vertéms. Panagrinékime paprasciausia
sferinés potencialo duobés atveji:

V, <0, 0<r<d,

v(r)= { (8.25)

V,=0, d<r<oo.

Bangos skaicius

22M(E-V)

k, = B (8.26)

yra realus pirmojoje srityje, kai £ >V, ir menamas antrojoje srityje:
—-2ME

k, =ik, K= — (8.27)

Banginé funkcija turi buti proporcinga sferinei Beselio funkcijai
Ji (k,r) pirmojoje srityje ir sferinei Hankelio funkcijai h1(+)(il<7’)
antrojoje srityje, nes sferiné Beselio funkcija artéja prie nulio, kai r
didéja. Tuomet banginés funkcijos bus lygios:

R,(k,r)—{ R, (k”’): A”j,(k,r),

_ R (8.28)
Rlz(kar): Azzh/( )(ZKT)'
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Koeficienta A4,, galime iSreiksti koeficientu A,,, kuris nustatomas i§

funkcijos normavimo salygos:
ﬂR, (k,r]zrzdr =1. (8.29)
0

Koeficienty sarySiui rasti uztenka funkcijos arba jos iSvestinés toly-
dumo salygy jungimo taske r = d. Kadangi tos salygos yra dvi, antro-
ji 18 juy nebeleidzia sujungti sprendiniy ir juy iSvestiniy, kai energijos
vertés yra bet kokios. Taip atsiranda diskretusis spektras. Kadangi
banginé funkcija eksponentiskai mazéja antrojoje srityje, dalelé dau-
giausiai juda duobéje. Tai biidingas susietyju buseny pozymis. I$-
sklaidytyju ploksciuju bangu pavyzdziai pateikti 8.2 pav.

Re pfr, )

8.2. Ploksciosios bangos, krintancios i$ kairés, sklaida stimos

potencialo lauke

III. Darbo uzduotys

8.1. Nubrézkite sferines Beselio funkcijas (r) intervale
0<r <50, esant tokioms / vertéms: a) / =9, 10, 11, 12, b) / = 13,
14, 15, 16. Grafikus pateikite 2x2 formatu. Pradékite nuo
12 deskriptoriaus.
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8.2. Nubrézkite sferines Noimano funkcijas 7, (r) intervale
0 <r <50, esant tokioms / vertéms: a) / =9, 10, 11, 12, b) [ = 13,
14, 15, 16. Grafikus pateikite 2x2 formatu. Pradékite nuo
13 deskriptoriaus.

8.3. Nubrézkite sferines Hankelio funkcijas su menamu argumentu
i h, (l'77) intervale 0 < x <20, esant tokioms / vertéms: a) / = 1, 2,

3,4,b) /=5, 6,7, 8. Grafikus pateikite 2x2 formatu. Pradékite nuo
14 deskriptoriaus.
8.4. Nubreézkite sferines Beselio funkcijas su menamu argumentu

i, (i 77) intervale 0 < x <20, esant tokioms / vertéms: a) / = 21,

22,23,24,b) =25, 26, 27, 28. Grafikus pateikite 2x2 formatu. Pra-
dékite nuo 15 deskriptoriaus.

8.5. Nubrézkite sferines Noimano funkcijas su menamu argumentu
il”n, (in) intervale 0 < x <20, esant tokioms / vertéms: a) / = 31,

32, 33,34, b) [ =35, 36, 37, 38. Grafikus pateikite 2x2 formatu. Pra-
dékite nuo 16 deskriptoriaus.
8.6. Nubrézkite radikaliasias bangines funkcijas potencialui

0, 0<r<l5;
V(r)=110, 1.5<r<2;
0, r>=2

duotam energijy intervale 0.01 < E <20, esanta) /[ =0; b) /=1,
¢) [ =2;d) [ =10. Pradékite nuo 20 deskriptoriaus.
8.7. Nubrézkite stimos potencialo

10, 0<r<é6;
V(r):{
0, r>6

radikaligsias bangines funkcijas, kai judesio kiekio momentas / =0,
esant energiju intervalui a)l < £ <10, b) 11< E <20. Pradékite

nuo 20 deskriptoriaus.
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8.8. Nubrezkite 1§ dalies iSsklaidytasias bangas 7, (r, 9) esant sklai-

dos potencialui

6, 0<r<2;
V<r>={
0, r>2

ir duotoms judesio kiekio momento bei energijy vertéms: a) /=0, £ =7,
b) I=1, E=7,¢)[=2,E=7, d)[=3,E=7,¢)[=0,E=85, f)[=1,
E=85,2)1=2,E=85,h)[=3,E=85,1)/=0,E=10,j) /=1, E=10,
kK)y/=2,E=10,1)I=3,E=10,m)/=0,E=119,n) /=1, E=11.9,
0)/=2,E=119,p) /=3, E=11.9. Pradékite nuo 21 deskriptoriaus.
8.9. Duotam sklaidos potencialui
V(r):{3, 0<r<2

0, r>2
nubrézkite Argando diagramas, kai /=0 ir 0.001 < E < 6. Pradéki-
te nuo 9 deskriptoriaus.
8.10. Duotam sklaidos potencialui

0, 0<r<2;
V(r)=110, 2<r<2.5;
0, r>25

nubrézkite Argando diagramas, kai /=1 ir 1< E <20. Pradékite
nuo 9 deskriptoriaus.

IV. Rezultaty pateikimas

1. Pateikdami ataskaitq nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-
ma; savo varda ir pavardg; laboratorinio darbo tiksla.
UzraSykite laboratorinio darbo uzduoties salyga.

3. Nubrézkite sferines Beselio, Noimano ir Hankelio funkcijas, ra-
dikaligsias bangines funkcijas, Argando diagramas.

4. Pateikite laboratorinio darbo iSvadas.
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Pasiruoskite ginti laboratorinj darba. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti { kontrolinius klausimus.

. Kontroliniai klausimai

10.
11.

Kaip gaunamos pirmojo tipo Beselio funkcijos?

Kokios funkcijos yra turintys prasmeg laisvojo judéjimo radika-
liosios Srédingerio lygties sprendiniai?

Kokios israiskos nusako sferiniy Beselio ir Noimano funkciju
pobtdi, esant mazoms ir dideléms argumento vertéms?

Kam kvantinéje mechanikoje naudojamos sferinés Noimano ir
Hankelio funkcijos?

Kokiomis funkcijomis naudojamasi nusakant susietyju biuiseny
bangines funkcijas ne potencialo duobéje?

Kokius sarysius randame i§ funkcijos ir jos iSvestinés tolydumo
salygy?

Kam lygiis bangos skaic¢iai potencialo veikimo srityse?

Kokioms energijos vertéms egzistuoja sprendiniai, atitinkantys
susietasias blisenas?

Kokia yra radikaliyjy banginiy funkcijy normavimo salyga?
Koks yra biidingas susietyjy biiseny pozymis?
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