
 1

 
KURKIME  ATEIT�  DRAUGE! 

 
2004–2006 m. bendrojo programavimo dokumento 2 prioriteto 5 priemon�  

„Žmogišk�j� ištekli� kokyb�s gerinimas mokslini� tyrim� ir inovacij� srityje“ 
 

Projektas  
 

Fizini� moksl� II ir III studij� pakop� pertvarka, jas pritaikant prioritetini� 
MTEP sri�i� vystymui 

Projekto numeris BPD2004-ESF-2.5.0-03-05/0012 
 
 
 
 
 

Saulius Mickevi�ius 
 

INTERAKTYVI�J� KVANTINI� REIŠKINI�  
MODELI� KURSO 

 
LABORATORINIAI DARBAI 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Kaunas, 2009 



 2

Parengta Europos S�jungos ir Lietuvos Respublikos l�šomis �gyvendinant 
projekt� „Fizini� moksl� II ir III studij� pakop� pertvarka, jas pritaikant 
prioritetini� MTEP sri�i� vystymui“, Nr. BPD2004-ESF-2.5.0-03-05/0012. 

Recenzavo: doc. Ramutis Kalinauskas 

Svarstyta Vytauto Didžiojo universiteto Gamtos moksl� fakulteto tarybos 
pos�dyje 2008-11-19 (protokolo Nr. 07-06) bei Gamtos moksl� fakulteto 
Fizikos katedros pos�dyje 2009-10-30 (protokolo Nr. 10) ir rekomenduota 
išleisti elektronin� versij�. 

ISBN 978-9955-12-522-8 © S. Mickevi�ius, 2009 
© Vytauto Didžiojo universitetas, 2009 



 3

TURINYS 
 
 

ĮVADAS............................................................................................ 4 
1. Šviesos bangų paketas. Gauso bangų paketas ............................... 5 
2. Stačiakampė potencialo duobė .................................................... 15 
3. Harmoninio osciliatoriaus potencialo duobė ............................... 25 
4. Trimatis bangų paketas................................................................ 36 
5. Susietieji harmoniniai osciliatoriai .............................................  46 
6. Vandenilio atomas ....................................................................... 56 
7. Vienmatė potencialinė sklaida..................................................... 65 
8. Trimatė potencialinė sklaida........................................................ 78 



 4

�VADAS 
 

Kvantin� mechanika yra fundamentali fizikos teorija, kurios id�-
jomis ir metodais grindžiami visi šiuolaikiniai fizikos mokslai. Vys-
tantis mokslui, kuriant naujas technologijas, kvantin�s mechanikos 
reikšm� ir jos pritaikymo sritys tiktai pl�sis. Tod�l yra svarbu tobu-
linti kvantin�s mechanikos mokymo proces�, vystyti student� fiziki-
n� intuicij� ir sugeb�jim� pritaikyti esamas žinias naujiems fiziki-
niams modeliams kurti ir uždaviniams spr�sti.  

Kompiuterin�s �rangos panaudojimas kvantin�s mechanikos mo-
kymo procese yra visuotinai pripažintas. Abstrak�i�, neklasikin�mis 
s�vokomis aprašom� kvantini� reiškini� tyrimas pasitelkiant kom-
piuterin� modeliavim� ne tik sudomina studentus savo vaizdumu, bet 
ir suteikia jiems gilesn� ši� reiškini� supratim� bei j� skaitin�s anali-
z�s patirt�.  

„Interaktyvi�j� kvantini� modeli� kurso laboratoriniai darbai“ 
yra paruošti naudojant specializuot� programin� paket� Interquanta. 
Juo galima tyrin�ti �vairi� bangos paket� sklidim�, potencialo duobi� 
spektr�, susietuosius harmoninius osciliatorius, sklaidos uždavinius. 
Parengti laboratoriniai darbai apima visas temas, kurios d�stomos 
kvantin�s mechanikos kurse. 
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1 LABORATORINIS DARBAS 
 

Šviesos bang� paketas. Gauso bang� paketas 
 

I. Darbo tikslai 
1) Šviesos bang� paketo lauko stiprio kitimo laikui b�gant tyrimas.  
2) Gauso bang� paketo tikimyb�s tankio, jo bangin�s funkcijos rea-

liosios dalies ir menamosios dalies kitimo laikui b�gant tyrimas. 
 
II. Teorin� dalis 
 
�vadas 
 

Laboratoriniai darbai paruošti naudojant Interquanta programi-
n� paket�. Jis paleidžiamas kairiuoju pel�s klavišu du kartus pa-
spaudus kompiuterio darbalaukyje esant� programos simbol� – raid� 
� . Tuomet ekrane pasirodo programos darbinis meniu, pavaizduo-
tas 1.1 pav. 

 

 
1.1 pav. Programos Interquanta darbinis meniu 

 
Kiekviena užduotis, parengta naudojant Interquanta programin� pa-
ket�, turi jau nustatyt� pradin� parametr� rinkin�, vadinam� deskrip-
toriumi. Pradedant atlikti laboratorin� darb�, vis� pirma turime patek-
ti � to laboratorinio darbo aplink�. Tod�l darbiniame meniu nuspau-
džiate mygtuk� Descriptor File. Tai padarius pasirodo lentel�, kurio-
je, pasirinkus atitinkam� fail�, patenkama � norim� laboratorinio dar-
bo aplink� (1.2 pav.). 
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1.2 pav. Descriptor File lentel� 

 
Pasirink� laboratorinio darbo aplink�, sugr�žtate � programos darbin� 
meniu (1.1 pav.). Nuspauskite mygtuk� Descriptor. Tarkime, kad 
Descriptor File buvote pasirink� fail� 1D_Free_Particle.des. Nu-
spaudus mygtuk� Descriptor, ekrane pasirodys lentel�: 
 

 
1.3 pav. Darbin� aplinka 
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Joje pasirinkite savo laboratorinio darbo užduoties deskriptoriaus 
numer�. Taip pateksite � savo laboratorinio darbo užduoties aplink�. 
Patek� � j�, išvysite br�žin�. Nor�dami pakeisti br�žinio parametrus, 
kad jie atitikt� j�s� laboratorinio darbo užduoties s�lyg�, br�žinyje 
nuspauskite mygtuk� Parameters. Tuomet v�l išvysite lentel�, ku-
rioje ir pakeisite norimus dydžius. Po to nuspauskite mygtuk� Plot ir 
ekrane pasirodys naujas br�žinys su j�s� pakeitimais. 
 
1. Šviesos bang� paketas  
 

Šviesos bang� paketas – tai skirtingo dažnio ir amplitud�s plokš�i�-
j� bang� superpozicija. Jei sta�iakamp�s koordina�i� sistemos x ašies 
kryptis sutampa su bang� sklidimo kryptimi, tai y aš� visada galima nu-
kreipti lygiagre�iai elektrinio lauko stipriui, o z aš� – lygiagre�iai magne-
tinio lauko stipriui. Tuo atveju elektrinio ir magnetinio lauk� stipri� iš-
raiškos yra: 

� �,cos0 kxtEEy �� �       � �,cos0 kxtBBz �� �  (1.1) 

,0�� zx EE                     .0�� yx BB  (1.2) 

Kampin� dažn� � su bangos skai�iumi k sieja s�ryšis: 
kc�� . (1.3) 

Taškai, kuriuose lauko stipris yra didžiausias, randami iš kosinuso 
faz�s kartotinumo 2� s�lygos: 

��� lkxt 2��� ; (1.4) 
kur l � 0, 1, 2, … . 
Šie taškai juda pastoviu grei�iu:  

.
kt

xc �
��  (1.5) 

Kadangi jis lygus tam tikros faz�s grei�iui, c vadinamas bangos fazi-
niu grei�iu. Jei šviesos banga sklinda tuštumoje, jis nepriklauso nuo 
bangos ilgio. Jeigu k yra teigiamas, banga sklinda x ašies kryptimi, 
jei neigiamas – priešinga kryptimi. 
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Duotame erdv�s taške lauk� stipriai E ir B svyruoja laikui b�gant 
kampiniu dažniu �. Svyravimo periodas  

.2
�
�

�T  (1.6) 

Duotuoju laiko momentu lauk� stipriai erdv�je taip pat kinta periodiš-
kai. Erdvinis periodas vadinamas bangos ilgiu: 

.2
k
�� �  (1.7) 

Pakanka nagrin�ti tik elektrin� šviesos bangos lauk�, nes magne-
tinio lauko kitimo pob�dis visiškai analogiškas. Skai�iavimai pasida-
ro paprastesni, kai pasinaudojame tuo, kad kosinusas ir sinusas yra 
atitinkamai lyg�s eksponentin�s funkcijos realiai ir menamai daliai: 

,sincos 			 iei �
  (1.8) 

tai yra  
,Recos 		 ie�             .Imsin 		 ie�  (1.9) 

Pati banga reiškiama formule: 
;Re cEE �  (1.10) 

�ia Ec – kompleksinis lauko stipris: 
� �.0

kxti
c eEE ��� �  (1.11) 

Elektromagnetin�s bangos energijos tankis lygus lauko stiprio 
kvadratui, padaugintam iš elektrin�s konstantos :0�  

.),( 2
0 Etx �� �  (1.12) 

Kadangi plokš�ioji banga yra harmonin�, tai energijos tankis kinta du 
kartus spar�iau už lauko stipr�. Pagal apibr�žim� energijos tankis yra 
neneigiamas dydis. Tod�l jis kinta apie nenulin� vidutin� vert�. T� 
vidutin� vert� galima išreikšti kompleksiniu lauko stipriu šitaip: 

.
22

2
0

020 EEc
��

� ��  (1.13) 
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Šviesos bang� paketo kitimas laikui b�gant parodytas 1.4 pav. 
 

 
1.4 pav. Šviesos bang� paketo tikimyb�s tanki� kitimas laikui b�gant 

 
2. Gauso bang� paketas 
 

Tikimybinis interpretavimas leidžia foton� nusakyti banga. Dale-
l�, kurios rimties mas� nelygi nuliui, negali jud�ti šviesos grei�iu, 
tod�l nereliatyvistin�s energijos ir judesio kiekio s�ryšis yra šitoks: 

,
2

2

m
pE �       .mvp �  (1.14) 

Plokš�ioji banga, gaunama naudojantis šiuo nereliatyvistiniu s�-
ryšiu, vadinama de Broilio banga: 

� � � � .exp
2
1, �

�
��
� ��� pxEtitxp ���

�  (1.15) 

Tos bangos fazinis greitis lygus: 

.
2m
p

p
Ev p ��  (1.16) 
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Fazinis greitis nelygus dalel�s grei�iui .
m
pv �  

Harmonin�s de Broilio bangos n�ra lokalizuotos erdv�je ir tod�l 
netinka dalelei nusakyti. Norint lokalizuoti dalel� erdv�je, tenka su-
daryti bang� paket�. Pasirinkime Gauso funkcijos tipo spektrin� 
funkcij�, pavaizduot� 1.5 pav.  

 
1.5 pav. Gauso funkcijos tipo spektrin�s funkcijos pavyzdys 

 
Šitos funkcijos matematin� išraiška yra: 

� � � �
,

4
exp

2
1

2

2
0

4 �
�


�

�
�
�

� �
��

pp

pp
pf

���
 (1.17) 

�ia 0p  ir p�  yra atitinkami spektrin�s funkcijos vidutinis judesio 

kiekis ir plotis. Dabar de Broilio bang� paket� galima apibr�žti ši-
taip: 

� � � � � ��

�

��

�� .,, 0 dptxxpftx p��  (1.18) 

Gauso paketo atveju integral� galima išreikštinai suintegruoti ir 
gauti šitoki� bangin�s funkcijos išraišk�: 
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� � � � � �.,, ,txietxMtx �� �  (1.19) 
Šioje išraiškoje eksponentin� funkcija išreiškia nešlio bang�, 

spar�iai kintan�i� erdv�je ir laike. Varpo pavidalo amplitud�s funk-
cija 

� � � �
�
�


�

�
�
�

� ��
�� 2

2
00

4 4
exp

2
1,

xx

tvxx
txM

���
 (1.20) 

juda x ašies kryptimi grupiniu grei�iu .0
0 m

p
v �  Grupinis greitis 

(priešingai negu fazinis) sutampa su dalel�s grei�iu. Paketo išplitim� 
erdv�je apib�dina parametras: 

.
4

1
2

2

2

4

2

2
2

�
�
�

�
�
�
�

�

�

m
tp

p
x �
� �
�

�  (1.21) 

Ši formul� rodo, kad erdvinis paketo išplitimas laikui b�gant did�ja. 
Toks reiškinys vadinamas dispersija. 

Funkcija � �tx,�  apibr�žia nešlio bangos faz�: 

� � � � � �

,
22

2
1,

0
0

0000
0

0
2

2

0

�

�
�

�





��
�
�


�

�
�
�

�
��
�

tvp

tvxxtvxx
p
tvptx

x

p

�

�  (1.22) 

kur parametras � apibr�žiamas .
2 2

t
m

tg p

�
�

� �  

Pagal bangin�s funkcijos tikimybin� interpretavim� bangin�s 
funkcijos modulio kvadratas yra lygus tikimyb�s rasti dalel� taške x 
laiko momentu t tankiui: 
� � � �.,, 2 txtx �� �  (1.23) 

Vadinasi, bangin�s funkcijos (1.19) modulio kvadratas lygus: 

� � � � � �
.

2
exp

2
1,, 2

2
00

2
22

�
�


�

�
�
�

� ��
���

xx

tvxx
txMtx

���
�  (1.24) 
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Naudodamiesi pateiktomis išraiškomis galime tyrin�ti Gauso bang� 
paketo išplitimo erdv�je reiškin�. 
 
III. Darbo užduotys 
 
Pirma dalis 
 
1.1. Patyrin�kite šviesos bang� paketo kitim� laikui b�gant. Ap-
skai�iuokite bang� paketo fazinius ir grupin� grei�ius. Prad�kite nuo 
10 deskriptoriaus. 
1.2. Patyrin�kite šviesos bang� paketo realiosios, menamosios da-
li� bei modulio kvadrato kitim� laikui b�gant. Prad�kite nuo 10 de-
skriptoriaus. 
1.3. Patyrin�kite šviesos bang� paketo realiosios, menamosios da-
li� ir modulio kvadrato poky�ius, pradin� bangos skai�i� 0k  padidi-
nus du kartus. Kiek kart� pakito svyravim� periodas? Prad�kite nuo 
10 deskriptoriaus. 
1.4. Patyrin�kite šviesos bang� paketo formos poky�ius, bangos 
ilg� padidinus (sumažinus) 1,5 karto. Apskai�iuokite atitinkamus 
kampinius dažnius. Prad�kite nuo 10 deskriptoriaus. 
1.5. Patyrin�kite šviesos bang� paketo realiosios, menamosios da-
li� ir modulio kvadrato poky�ius, svyravim� period� padidinus ati-
tinkamai 1,2 ir 1,5 karto. Koks yra fazinio grei�io pokytis? Prad�kite 
nuo 10 deskriptoriaus. 
 
Antra dalis 
 
1.6. Nubr�žkite elektrono bang� paketo, kurio greitis 1 m/s ir plotis 

12105.0 ���p�  eVs/m, judan�io iš pradin�s pad�ties x0 � -2 mm, 
reali�j�, menam�j� dalis bei modulio kvadrat�. Prad�kite nuo 8 de-
skriptoriaus, kuriame yra parinkti teisingi laiko intervalai. Apskai-
�iuokite elektrono judesio kiekio moment� p0. 
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1.7. Nubr�žkite elektrono bang� paketo, kurio greitis 2.11 m/s ir plo-
tis 075.0 pp �� , reali�j�, menam�j� dalis bei modulio kvadrat� lai-

ko intervale 20   t  ms, naudojant laiko intervalo žingsn� 0.25 ms. 
Apskai�iuokite elektrono judesio kiekio moment� p0. Paaiškinkite 
realiosios ir menamosios dali� formos kitim� laikui b�gant. Prad�kite 
nuo 9 deskriptoriaus. 
1.8. Nubr�žkite elektrono, kurio grei�iai v0 � 1 m/s ir v0 � 3 m/s bei 
plo�iai 12105.0 ���p�  eVs/m ir 1210��p�  eVs/m, Gauso spek-

trines funkcijas. Prad�kite nuo 12 deskriptoriaus. Apskai�iuokite ati-
tinkamus judesio kiekio momentus. Koks fizikinis dydis atid�tas 
abscisi� ašyje? Apskai�iuokite elektrono kinetines energijas. 
1.9. Nubr�žkite protono, kurio grei�iai v0 � 2 m/s ir v0 � 4 m/s bei 
plo�iai 9105.0 ���p�  eVs/m ir 910��p�  eVs/m, Gauso spektri-

nes funkcijas. Prad�kite nuo 14 deskriptoriaus. Apskai�iuokite atitin-
kamus judesio kiekio momentus bei kinetines energijas. 
1.10. Nubr�žkite protono, kurio kinetin�s energijos E � 1 keV ir 
E � 3 keV bei plo�iai 310��p�  eVs/m ir 3105.1 ���p�  eVs/m, 

Gauso spektrines funkcijas. Prad�kite nuo 15 deskriptoriaus. Ap-
skai�iuokite atitinkamus protono grei�ius. 
 
IV. Rezultat� pateikimas 
 
1. Pateikdami ataskait� nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-

m�, savo vard� ir pavard�; laboratorinio darbo tiksl�. 
2. Užrašykite laboratorinio darbo užduoties s�lyg�. 
3. Pavaizduokite atitinkamus šviesos bang� paketo ir Gauso bang� 

paketo poky�ius, kur reikia, apskai�iuokite nurodytus dydžius. 
4. Pateikite laboratorinio darbo išvadas.  
5. Pasiruoškite ginti laboratorin� darb�. Tam tikslui pasirenkite at-

sakyti � kontrolinius klausimus. 
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V. Kontroliniai klausimai 
 
1. Šviesos bang� paketas, elektrinio ir magnetinio lauk� stiprio iš-

raiškos. 
2. Kampinio dažnio, bangos skai�iaus, bangos ilgio apibr�žimai ir 

išraiškos. 
3. K� vadiname faziniu ir grupiniu grei�iais? 
4. Kompleksinis elektromagnetinio lauko stipris. 
5. Elektromagnetin�s bangos energijos tankis. 
6. Paaiškinkite, kod�l laikui b�gant laisvasis bang� paketas išplinta. 
7. Kaip judan�io laisvojo banginio paketo dispersija priklauso nuo 

spektrin�s funkcijos vidutinio judesio kiekio ir plo�io? 
8. Kokioms s�lygoms esant banginio paketo dispersija yra maža? 
9. Kod�l skiriasi nurimusio ir judan�io paketo bangin�s funkcijos 

realiosios ir menamosios dali� kitimas laikui b�gant? 
 

VI. Literat�ra 
 
1. Brandt S., Dahmen H. D. (1993). Iliustruotoji kvantin� mechani-
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3. Deveikis A. (2000). Kvantin�s mechanikos kompiuteriniai labora-

toriniai darbai. Kaunas: Vytauto Didžiojo universitetas. P. 19–21. 
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2 LABORATORINIS DARBAS 
 

Sta�iakamp� potencialo duob� 
 

I. Darbo tikslai 
1) Ištirti sta�iakamp�s potencialo duob�s susiet�j� b�sen� spektro 

priklausomyb� nuo duob�s plo�io ir gylio.  
2) Ištirti baigtinio gylio vienma�i� sta�iakampi� potencialo duobi� 

sistemos susiet�j� b�sen� spektro priklausomyb� nuo duobi� 
formos ir atstumo tarp duobi�. 

 
II. Teorin� dalis 

 
Panagrin�kime laisv�j� dalel�s jud�jim� (potencialas lygus nu-

liui) baigtin�je srityje tarp dviej� begalinio aukš�io potencialo šuoli� 

taškuose 
21
dx ��  ir 

22
dx � . Kadangi potencialas už šios srities 

yra begalinis, stacionariosios Šr�dingerio lygties sprendiniai turi b�ti 
tapa�iai lyg�s nuliui už srities rib�. D�l tos priežasties jud�jimo srity-
je galimos tik dviej� tip� tikrin�s funkcijos: 

� � ,cos2
�
�
�

�
�
��

d
xn

d
xn �!           n � 1, 3, 5,  (2.1) 

arba 

� � ,sin2
�
�
�

�
�
��

d
xn

d
xn �!           n � 2, 4, 6, … . (2.2) 

Ši� susiet�j� b�sen� energijos 

,
2
1 2

�
�
�

�
�
��

d
n

m
En

��
                   n � 1, 2, 3, … . (2.3) 

Tai galima patikrinti �rašius sprendinius � stacionari�j� Šr�dingerio 
lygt�: 
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� � � �,
2 2

22

xEx
dx
d

m nnn !! ��
�

 (2.4) 

galiojan�i� nulinio potencialo srityje. Parametras d nusako sta�ia-
kamp�s potencialo duob�s plot�. 2.1 pav. vaizduojama trij� žemiau-
si�j� b�sen� tokioje duob�je tikrin�s funkcijos. 

 
2.1 pav. Be galo gilios sta�iakamp�s potencialo duob�s trij� žemiausi�j� 

b�sen� tikrin�s funkcijos 
 

Žemiausioji (pagrindin�) b�sena, kurios energija yra teigiama, turi 
teigiam� kinetin� energij�, nes potencin� energija yra lygi nuliui pa-
gal apibr�žim�. Ji iš esm�s skiriasi nuo klasikinio atvejo, kai mažiau-
sios energijos b�sena atitinka nurimusi� b�sen�, kurios kinetin� 
energija lygi nuliui.  

Kit� b�sen� energijos proporcingos 2n . Kvantinis skai�ius n ly-

gus bangin�s funkcijos mazg� skai�iui srityje 
22
dxd

""�  plius 

vienas; mazgai taškuose 
2
dx #�  ne�skaitomi. Bangin� funkcija gali 
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b�ti arba simetrin�, arba antisimetrin� koordinat�s x ženklo pakeiti-
mo atžvilgiu, priklausomai nuo n lyginumo. Simetrin�s funkcijos, 
išreiškiamos kosinusais, vadinamos lyginio lyginumo funkcijomis, o 
antisimetrin�s, išreiškiamos sinusais – nelyginio lyginumo funkcijo-
mis. Akivaizdu, kad funkcija su lyginiu mazg� skai�iumi turi lygin� 
lyginum�, ir atvirkš�iai.  

Jei susiduriame su baigtinio gylio sta�iakampe potencialo duobe, 
tai ji gali pasižym�ti tik baigtiniu susiet�j� b�sen� skai�iumi. Duobei 
gil�jant, jis did�ja. Skirtingai nei begalinio gylio duobi� bangin�s 
funkcijos, baigtinio gylio duobi� bangin�s funkcijos nelygios nuliui 
ir ne duob�je, ta�iau jos eksponentiškai maž�ja potencialo duob�s 
krašt� srityse. Spar�iausiai maž�ja pagrindin�s b�senos funkcija. 
Duob�s plat�jant, did�ja ir susiet�j� b�sen� skai�ius. 
Kristalai pasižymi periodine strukt�ra, sukurian�ia periodin� elektros-
tatinio potencialo lauk�. Tam tikru art�jimu j� galima aproksimuoti 
periodine vienod� potencialo duobi� sistema. Periodin�s sta�iakamp�s 
potencialo duobi� sistemos pavyzdys yra parodytas 2.2 pav. 
  

 
2.2 pav. Periodin�s sta�iakamp�s potencialo duobi� sistemos spektras 
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Kai tarp dviej� duobi� yra tam tikras atstumas, t� duobi� siste-
moje atsiranda panaši� tikrini� energij� ver�i� poros. Viena tokios 
poros tikrin� funkcija visada simetrin�, o antroji visada antisimetrin�. 
Lygindami duobi� sistemos ir vienos duob�s funkcijas, galime at-
skleisti j� ryšius. Dvigubos duob�s simetrin� bangin� funkcija gau-
nama simetriškai sujungus abiej� duobi� funkcijas, o antisimetrin� – 
pakei�iant vienos iš j� ženkl� jungimo metu. Ribiniu atveju, kai at-
stumas tarp duobi� lygus nuliui, spektras ir tikrin�s funkcijos sutam-
pa su vienos dvigubo plo�io duob�s atitinkamais dydžiais.  

Panagrin�sime bangini� funkcij� por� kilm� ir savybes kiek 
smulkiau. Šr�dingerio lygtis, aprašanti duobi� sistem�, yra: 

� � � � � � � �,
2 2

22

xExxVx
dx
d

m
��� �
�

�
 (2.5) 

�ia m – elektrono mas�, E – susietosios b�senos energija. Sta�iakam-
p�s potencialo duobi� sistemos potencialas apibr�žiamas taip: 

� �

$
$
$

%

$$
$

&

'

�""
""�
""�
�""��
�""��

�

.,0
,,
,,0
,,
,,0

2

210

11

120

2

xd
dxdV
dxd
dxdV
dx

xV  (2.6) 

M�s� atveju x ašis yra padalinta � penkias sritis. Kiekvienoje ši� 
sri�i� potencialas yra pastovus. Potencialas simetriškas taškui x � 0, 
tai yra jis nekinta pakeitus x � –x. Pirmoje ir penktoje srityse bangin�s 
funkcijos turi eksponentiškai maž�ti, kai x  vert�s didel�s. Antroje ir 
ketvirtoje srityse jos osciliuoja, nes kiekviena yra vaizduojama dvie-
j� kompleksini� eksponentini� funkcij� suma.  

Sumin�s bangin�s funkcijos pob�d� visiškai apibr�žia jos sandara 
tre�ioje srityje, apiman�ioje koordina�i� pradži�. Toje srityje bangi-
n� funkcija yra reali� eksponentini� funkcij� tiesin� kombinacija, 
kuri gali b�ti ir simetrin� (2.7), ir antisimetrin� (2.8):  
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� � � � � �,
2
1 xchAeeAx ss

xx
ss

ss (! (( �
� �  (2.7) 

� � � � � �.
2
1 xshAeeAx aa

xx
aa

aa (! (( ��� �  (2.8) 

Koeficientai sA  ir aA  yra normos daugikliai. Parametrus s(  ir a(  
apibr�žia šitokios išraiškos: 

,21
ss mE��

�
(  (2.9) 

.21
aa mE��

�
(  (2.10) 

Dydžiai sE  ir aE  yra neigiamos simetrinio ir antisimetrinio spren-
dini� susiet�j� b�sen� energijos. Bangin� funkcija tre�ioje srityje 
sujungia antrosios ir ketvirtosios sri�i� bangines funkcijas. Visa ban-
gin� funkcija yra simetrin�, jeigu ji simetrin� tre�ioje srityje.  

Bendru atveju sta�iakamp� potencialo duobi� sistem� sudaran�i� 
duobi� gyliai ir plo�iai gali b�ti nevienodi. 2.3 pav. pavaizduota 
dviej� skirtingo gylio potencialo duobi� sistema. 

 

 
2.3 pav. Dviej� skirtingo gylio potencialo duobi� sistema 



 20

III.  Darbo užduotys 
 
2.1. Nubr�žkite be galo gilios sta�iakamp�s potencialo duob�s tikri-
nes funkcijas ir tikimybi� tankius energij� intervale 300   iE  eV. 
Duob�s plotis 3�d  nm. Prad�kite nuo 9 deskriptoriaus. 
2.2. Pavaizduokite elektrono, esan�io be galo gilioje sta�iakamp�je 
potencialo duob�je, tikrines funkcijas, patenkan�ias � energij� inter-
val� 20   iE  eV. Duob�s plo�iai lyg�s 3 nm ir 5 nm. Apskai-
�iuokite tikrines vertes, atitinkan�ias gaut�sias tikrines funkcijas. 
Prad�kite nuo 10 deskriptoriaus. 
2.3. Pavaizduokite elektrono, esan�io be galo gilioje sta�iakamp�je 
potencialo duob�je, tikrines funkcijas ir jas atitinkan�ias tikrines ver-
tes, patenkan�ias � energij� interval� 200   iE  eV. Duob�s plotis 

d � 3a, kur 05292.02 ��
cm

ca
e�
�

 nm yra žemiausios vandenilio 

atomo orbitos Boro spindulys. Apskai�iuokite elektrono, judan�io 

Kulono potencialo � �
r

crV ��
��  lauke, potencin� energij�. Skai-

�iuodami laikykite, kad r � a. Palyginkite gautus rezultatus su elek-
trono ryšio energija vandenilio atome. Prad�kite nuo 12 deskripto-
riaus. 
2.4. Nubr�žkite baigtinio gylio sta�iakamp�s potencialo duob�s tikri-
nes funkcijas ir tikimybi� tankius. Duob�s plotis d � 4 ir gylis 

60 ��V . Apskai�iuokite tikrines vertes, atitinkan�ias gaut�sias tik-
rines funkcijas. Prad�kite nuo 15 deskriptoriaus. 
2.5. Apskai�iuokite be galo gilios sta�iakamp�s potencialo duob�s 
pagrindin�s b�senos tikrines vertes, esant duob�s plo�iams d � 2, 
4, 6. Palyginkite gautas vertes su baigtinio gylio 60 ��V  poten-
cialo duob�s pagrindin�s b�senos tikrin�mis vert�mis. Prad�kite 
nuo 15 deskriptoriaus. 
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2.6. Nubr�žkite sta�iakamp�s potencialo duobi� sistemos tikrines 
funkcijas ir tikimybi� tankius. Sistemos potencialas lygus  
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,875.1625.1,33.1

,625.10,4
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x
x

x
x
x

xV   

Prad�kite nuo 16 deskriptoriaus. Kod�l dvi žemiausios tikrin�s funk-
cijos yra arti viena kitos?  
2.7. Nubr�žkite sta�iakamp�s potencialo duobi� sistemos tikrines 
funkcijas ir tikimybi� tankius. Sistemos potencialas lygus 
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x
x
x
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xV   

Prad�kite nuo 16 deskriptoriaus. Kod�l tre�ioji tikrin� funkcija yra 
tiesi linija centrin�je srityje? 
2.8. Nubr�žkite sta�iakamp�s potencialo duobi� sistemos tikrines 
funkcijas ir tikimybi� tankius. Sistemos potencialas lygus 

� �
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.5.3,0
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x
x

x
x

x

xV  

Prad�kite nuo 16 deskriptoriaus. Paaiškinkite tikrini� funkcij� elges� 
�vairiose potencialo srityse. 
2.9. Nubr�žkite sta�iakamp�s potencialo duobi� sistemos tikrines 
funkcijas ir tikimybi� tankius. Sistemos potencialas lygus 
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kur parametras d yra a) d � 4, b) d � 4.5, c) d � 5. Prad�kite nuo 
16 deskriptoriaus. Paaiškinkite sta�iakamp�s duobi� sistemos su-
siet�j� b�sen� spektro poky�ius, did�jant parametrui d. 
2.10. Nubr�žkite sta�iakamp�s potencialo duobi� sistemos tikrines 
funkcijas ir tikimybi� tankius. Sistemos potencialas lygus 
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kur parametras V0 yra a) V0 � 2, b) V0 � 2.5, c) V0 � 3. Prad�kite nuo 
16 deskriptoriaus. Paaiškinkite sta�iakamp�s duobi� sistemos susie-
t�j� b�sen� spektro poky�ius, did�jant parametrui V0. 
 
IV. Rezultat� pateikimas 
 
1. Pateikdami ataskait� nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-

m�; savo vard� ir pavard�; laboratorinio darbo tiksl�. 
2. Užrašykite laboratorinio darbo užduoties s�lyg�. 
3. Pavaizduokite atitinkamas sta�iakamp�s potencialo duob�s tikri-

nes funkcijas ir tikimybi� tankius, kur reikia, apskai�iuokite nu-
rodytus dydžius. 

4. Nubr�žkite atitinkamas sta�iakampi� potencialo duobi� sistemos 
tikrines funkcijas ir tikimybi� tankius, atsakykite � pateiktus 
klausimus. 
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5. Pateikite laboratorinio darbo išvadas.  
6. Pasiruoškite ginti laboratorin� darb�. Tam tikslui pasirenkite at-

sakyti � kontrolinius klausimus. 
 

V. Kontroliniai klausimai 

 
1. Tikrini� funkcij� be galo gilioje sta�iakamp�je potencialo duob�-

je išraiškos. 
2. Nuo ko priklauso sta�iakamp�s potencialo duob�s susiet�j� b�-

sen� energija? 
3. Pagrindiniai be galo gilios ir baigtinio gylio sta�iakampi� poten-

cialo duobi� skirtumai. 
4. Kaip kinta susiet�j� b�sen� pad�tis be galo gilioje sta�iakamp�je 

potencialo duob�je, kintant duob�s plo�iui? 
5. Kaip kinta susiet�j� b�sen� skai�ius baigtinio gylio sta�iakamp�-

je potencialo duob�je, kintant duob�s plo�iui ir gyliui? 
6. Kuo skiriasi periodin�s sta�iakampi� potencialo duobi� sistemos 

simetrin�s ir antisimetrin�s funkcij� grafikai? 
7. Kod�l viena poros tikrin� funkcija yra simetrin�, o kita – antisi-

metrin�? 
8. Kurios bangin�s funkcijos – simetrin�s ar antisimetrin�s – turi 

aukštesn� energij�? Kaip tai paaiškintum�te? 
9. Kaip kei�iasi sta�iakampi� potencialo duobi� sistemos susiet�j� 

b�sen� por� energij� skirtumai, duob�ms art�jant? 
10. Koks ryšys tarp sta�iakampi� potencialo duobi� sistemos tikrini� 

funkcij� ir vienos duob�s tikrini� funkcij�?  
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3 LABORATORINIS DARBAS 
 

Harmoninio osciliatoriaus potencialo duob� 
 

I. Darbo tikslai 
1) Ištirti vienma�io harmoninio osciliatoriaus potencialo duob�s 

susiet�j� b�sen� spektr� ir Gauso bang� paketo, esan�io vienma-
�io harmoninio osciliatoriaus potencialo lauke, tikimyb�s tankio 
kitim� laikui b�gant. 

2) Ištirti sferiškai simetrinio harmoninio osciliatoriaus susiet�j� 
b�sen� priklausomybes nuo kvantini� skai�i�. 

 
II.   Teorin� dalis 
 
1. Vienmatis harmoninis osciliatorius 
 

Dalel�, judan�i� gilioje harmoninio osciliatoriaus potencialo 
duob�je, j�ga veikia tik tais momentais, kai ji atsispindi nuo duob�s 
šon�. Nuolat veikianti j�ga � �xF  yra, pavyzdžiui, j�ga, kuria spy-
ruokl� veikia prie jos galo pritvirtint� svarel�: 

� � ,kxxF ��         k > 0. (3.1) 
Ji proporcinga poslinkiui x iš pusiausvyros pad�ties ir vadinama 
Huko j�ga. Fizikin� sistema, kurioje dalel� juda veikiama tokios 
j�gos, vadinama harmoniniu osciliatoriumi. Konstanta k nusako 
spyruokl�s standum�. Spyruokl�s sukaupta potencin� energija  

� � .
2

2kxxV �  (3.2) 

m mas�s klasikin� dalel�, veikiama šios j�gos, atlieka harmoninius 
svyravimus, kuri� dažnis 
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,
m
k

��  (3.3) 

tod�l potencial� V(x) galima išreikšti šitaip: 

� � .
2

22 xmxV �
�  (3.4) 

�raš� ši� išraišk� � stacionari�j� Šr�dingerio lygt�, gauname: 

� � � �.
22

22

2

2

xExxm
dx
d

m nnn !!�
���

�

�
��
�

�

�

�
 (3.5) 

Vienma�io harmoninio osciliatoriaus tikrin�s vert�s lygios: 

���
�
�

�
�
� 
�

2
1nEn ,              n � 0, 1, 2, … . (3.6) 

Mažiausios energijos 
20
��

�E  b�sena yra pagrindin� b�sena. 

Aukštesni�j� b�sen� energija nE  skiriasi nuo pagrindin�s b�senos 

energijos dydžiu .��  

Tikrin�s funkcijos � �,xn! normuotos integruojant kintamuoju x, ly-

gios: 

� � � � ,
!2

1 2

2x

nnn exH
n

x
�

�
�

!  (3.7) 

kur � �xH n  žymi n-tosios eil�s Ermito polinom�. Vienmat�s harmo-

ninio osciliatoriaus potencialo duob�s spektras pateiktas 3.1 pav. 
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3.1 pav. Vienmat�s harmoninio osciliatoriaus potencialo duob�s spektras 

 
Panagrin�kime Gauso paketo jud�jim� vienma�io harmoninio 

osciliatoriaus potencialo lauke. Tegul laiko momentu t � 0 Gauso 
paketo centro pad�tis yra 00 )� xx , jo judesio kiekis lygus nuliui, 
o plotis – � . Tokio paketo tikimyb�s tank� galima išreikšti analiz�s 
pavidalu: 

 

� �
� �

� �
� � ,

2
cos

exp
2

1, 2

2
02

�
�


�

�
�
�

� �
��

t
txx

t
tx

�
�

��
�  (3.8) 

 
kur � �t�  yra Gauso bang� paketo tikimyb�s tankio pasiskirstymo 
kintamasis plotis, lygus 
 

� � ,
2

cos4sin 2424
0

�
����

�
tt

t



�  (3.9) 
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�ia nedimensinis kintamasis 
�

�
m
�

�0 . Gauso bang� paketo jud�-

jimas vienma�io harmoninio osciliatoriaus potencialo lauke parody-
tas 3.2 pav. 

 
3.2 pav. Gauso bang� paketo jud�jimas vienma�io harmoninio osciliatoriaus 

potencialo lauke 
 

Paketo centras svyruoja kaip atitinkama klasikin� dalel�. Paketo 
plotis kinta dvigubu dažniu: nuo � � 00 �� �  per ketvirt� periodo 

�
�
24

�
T

 padid�ja iki didžiausios vert�s 
�
�

�
24

2
0��

�
�

�
�
�T . Smulkiau 

panagrin�kime svyravimus, vykstan�ius per pus� periodo. Pos�kio 

taškuose (t � 0 ir 
2
Tt � ) bangin� funkcija yra tik menama arba tik 

reali, bet abiem atvejais išlaiko Gauso funkcijos pavidal�. Kitais lai-
ko momentais atsiranda netaisyklinga strukt�ra, kuri� nulemia osci-
liatoriaus funkcij� superpozicija. Atstumas tarp dviej� gretim� lais-
vosios harmonin�s bangos mazg� yra lygus pusei bangos ilgio, di-
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desn� bangos ilg� atitinka mažesnis judesio kiekis. Tod�l did�jant� 
pos�kio tašk� aplinkoje atstum� tarp mazg� galima interpretuoti kaip 
art�jan�ios prie pos�kio taško dalel�s l�t�jim�. 

Panagrin�kime situacij�, kai dalel� iš pradži� yra nurimusi osci-
liatoriaus duob�s centre. Tegul dalel�, palyginti su pagrindin�s b�se-

nos plo�iu, yra tiksliai lokalizuota, kai 
2
0�

� "  (3.2 pav.). Koordi-

nat�s vidutin� vert�, kaip ir klasikin�s dalel�s, vis� laik� išlieka duo-
b�s centre, taške .0�x  Paketo plotis kinta dvigubu dažniu tarp pra-

din�s vert�s �  ir didžiausios galimos .
2

2

�
�

 

Paketas, parodytas 3.2 pav., vadinamas sp�dži�ja b�sena. Jo plo-
tis kinta nuo mažiausis iki didžiausios vert�s. D�l šios savyb�s to-
kiais paketais naudojamasi silpn� signal� matavimo technikoje. 
 
2. Sferiškai simetrinis harmoninis osciliatorius 
 

Harmoninio osciliatoriaus potencialas yra naudingas daugeliui 
branduolio teorijos modelini� skai�iavim�. Sferiškai simetrinio har-
moninio osciliatoriaus potencin� energija 

� � � �.
2

2
3

2
2

2
1

2 xxxrkrV 

�  (3.10) 

To potencialo lauke judan�ios M mas�s dalel�s stacionarioji Šr�din-
gerio lygtis yra tokia: 

� � � �.
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rErrk
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!! ���
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*�

�
 (3.11) 

Šioje lygtyje atsiskiria Dekarto koordina�i� sistemos kintamieji, nes 
potencialas yra lygus sumai nari�, kuri� kiekvienas priklauso tik nuo 
vienos iš koordina�i�. Tod�l stacionari�j� funkcij� galima išreikšti 
trij� funkcij� sandauga: 
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� � � � � � � �,332211 xxxr !!!! �  (3.12) 

o Šr�dingerio lygtis yra tapati trims nepriklausomoms vienmat�ms 
lygtims: 
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xExxM
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��  (3.13) 

Tikrin�s vert�s iE  lygios 

� � ,
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� 
�� iii nnEE     ....,2,1,0�in  (3.14) 

Vis� trij� osciliatori� kvantiniai skai�iai in  yra nepriklausomi tarpu-

savyje, o visa energija E išreiškiama šitaip: 

� � � � � � .
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3),,( 321321321 ���
�
�
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�
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� nnnnEnEnEnnnE  (3.15) 

Trima�io harmoninio osciliatoriaus tikrin�s funkcijos: 

� � � � � � � �.,, 321321,, 321321
xxxxxx nnnnnn !!!! �  (3.16) 

Atskyrus sferin�s koordina�i� sistemos kintamuosius trimat�je 

Šr�dingerio lygtyje galima gauti radikali�j� Šr�dingerio lygt� 
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su efektiniu potencialu 
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 (3.18) 

Jos sprendiniai 
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Normavimo konstantos:  
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Energijos tikrini� ver�i� išraiška: 

,
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3 ���
�
�

�
�
� 
� nEn          .2 lnn r 
�  (3.22) 

Sferiškai simetrinio harmoninio osciliatoriaus radikaliosios funkcijos 
parodytos 3.3 pav. 

 
3.3 pav. Sferiškai simetrinio harmoninio osciliatoriaus radikaliosios  

funkcijos 
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III.   Darbo užduotys 
 
Pirma dalis 
 
3.1. Nubr�žkite elektrono, esan�io vienma�io harmoninio oscilia-
toriaus potencialo duob�je, tikrines funkcijas ir tikimybi� tankius. 
Elektrono harmoninio svyravimo dažniai yra:  a) 11510 �� s� ,   
b) 115105.1 ��� s�  ir c) 115102 ��� s� . Apskai�iuokite atitin-
kamas standumo konstantas k. Prad�kite nuo 13 deskriptoriaus. 
3.2. Nubr�žkite protono, esan�io vienma�io harmoninio osciliato-
riaus potencialo duob�je, tikrines funkcijas ir tikimybi� tankius, 
esant standumo konstant� vert�ms 1.0�k  eV/m2 ir 1�k  eV/m2. 
Prad�kite nuo 14 deskriptoriaus. Apskai�iuokite atitinkamus harmo-
ninio osciliatoriaus dažnius �  ir pagrindin�s b�senos plot� 0� . 
3.3. Nubr�žkite Gauso banginio paketo, judan�io vienma�io harmo-
ninio osciliatoriaus potencialo lauke, reali�j�, menam�j� dalis bei 
modulio kvadrat�. Pradiniu laiko momentu bang� paketas buvo nu-
rim�s duob�s centre, paketo plotis .75.1��  Prad�kite nuo 20 de-
skriptoriaus. Kod�l bang� paketo plotis periodiškai kinta? 
3.4. Nubr�žkite Gauso banginio paketo, judan�io vienma�io harmo-
ninio osciliatoriaus potencialo lauke, modulio kvadrat�, esant skir-
tingiems plo�iams: a) ,5.0��  b) 1��  ir c) .2��  Pradiniu laiko 
momentu bang� paketas buvo nurim�s taške 60 ��x . Harmoninio 
osciliatoriaus dažnis .�� �  Prad�kite nuo 20 deskriptoriaus. 
3.5. Pavaizduokite Gauso banginio paketo jud�jim� vienma�io har-
moninio osciliatoriaus potencialo lauke laiko intervale .100   t  
Pradiniai dydžiai yra ,20 �x  184.50 �p  ir .5.00 �x�  Prad�kite 
nuo 19 deskriptoriaus. 



 33

Antra dalis 
 
3.6. Nubr�žkite trima�io harmoninio osciliatoriaus, kurio potencialas 

� �
2

22rMrV �
� , a) radikali�j� funkcij� nlR , b) ,nlrR  c) 2

nlR , d) 22
nlRr  

energij� intervale 150   E , esant tokioms l vert�ms: l � 0, 1, 2, 3. 
Osciliatoriaus dažnis .1�� Prad�kite nuo 3 deskriptoriaus.  

3.7. Pakartokite 3.6 užduot�, esant tokioms l vert�ms: l � 4, 5, 6, 7. 
Prad�kite nuo 4 deskriptoriaus. Paaiškinkite spindulini� funkcij� pri-
klausomyb� nuo l. 
3.8. Nubr�žkite trima�io harmoninio osciliatoriaus a) radikali�j� 
funkcij� nlR , b) ,nlrR  c) 2

nlR , d) 22
nlRr  energij� intervale 

150   E , esant tokioms l vert�ms: l � 20, 21, 22, 23. Osciliato-
riaus dažnis .1��  Prad�kite nuo 3 deskriptoriaus. 
3.9. Nubr�žkite trima�io harmoninio osciliatoriaus a) radikali�j� 
funkcij� nlR , b) ,nlrR  c) 2

nlR , d) 22
nlRr  energij� intervale 

300   E , esant l � 0, 1. Osciliatoriaus dažnis .8.0��  Prad�kite 
nuo 4 deskriptoriaus. Apskai�iuokite trij� žemiausi� lygmen� energi-
jas. 
3.10. Nubr�žkite trima�io harmoninio osciliatoriaus a) radikali�j� 
funkcij� nlR , b) ,nlrR  c) 2

nlR , d) 22
nlRr  energij� intervale 

150   E , esant l � 40, 41, 42, 43. Osciliatoriaus dažnis .1��  
Prad�kite nuo 3 deskriptoriaus. Palyginkite gautas funkcijas su funk-
cijomis, gautomis 3.6 ir 3.8 užduotyse. 
 
IV. Rezultat� pateikimas 
 
1. Pateikdami ataskait� nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-

m�; savo vard� ir pavard�; laboratorinio darbo tiksl�. 
2. Užrašykite laboratorinio darbo užduoties s�lyg�. 
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3. Nubr�žkite atitinkamas vienma�io harmoninio osciliatoriaus po-
tencialo duob�s tikrines funkcijas, reali�sias, menam�sias dalis ir 
tikimybi� tankius, kur reikia, apskai�iuokite nurodytus dydžius. 

4. Nubr�žkite sferiškai simetrinio harmoninio osciliatoriaus spindu-
lines funkcijas. 

5. Pateikite laboratorinio darbo išvadas.  
6. Pasiruoškite ginti laboratorin� darb�. Tam tikslui pasirenkite at-

sakyti � kontrolinius klausimus. 
 
V. Kontroliniai klausimai 
 
1. Tikrini� funkcij� ir tikrini� ver�i� vienma�io harmoninio oscilia-

toriaus potencialo duob�je išraiškos. 
2. Vienma�io harmoninio osciliatoriaus dažnis, standumo konstan-

ta, plotis. 
3. Paaiškinkite, kod�l labiausiai nutol� susiet�j� b�sen� tikimyb�s 

tanki� p�psniai yra didžiausi? 
4. Kaip kei�iasi vienma�io harmoninio osciliatoriaus potencialo 

duob�s spektras, augant harmoninio osciliatoriaus dažnio �  ver-
tei? 

5. Gauso bang� paketo jud�jimas vienma�io harmoninio osciliato-
riaus potencialo lauke. 

6. Kam lygi sferiškai simetrinio harmoninio osciliatoriaus potenci-
n� energija? 

7. Radikalioji Šr�dingerio lygtis. 
8. Paaiškinkite, kod�l labiausiai nutol�s funkcijos 22

nlRr  p�psnis 

yra didžiausias? 
9. Kaip kei�iasi funkcij� grafikai augant l vert�ms, ta�iau esant 

toms pa�ioms pagrindini� skai�i� n vert�ms? 
10. Kaip kei�iasi funkcij� grafikai augant pagrindini� skai�i� n ver-

t�ms, ta�iau esant toms pa�ioms l vert�ms? 
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4 LABORATORINIS DARBAS 
 

Trimatis bang� paketas 
 

I. Darbo tikslai 
1) Ištirti trima�io bang� paketo išplitim� erdv�je laikui b�gant. 
2) Ištirti sferini� harmonik� priklausomyb� nuo kvantini� skai�i�. 
 
II. Teorin� dalis 
 

Kvantin�je mechanikoje, kaip ir klasikin�je, dalel�s pad�t� trima-
t�je erdv�je apib�dina trys spindulio vektoriaus komponent�s 
� �zyxr ,,� . Trimis komponent�mis apibr�žiamas ir judesio kiekio 

operatorius � �zyx pppp ���� ,, . Kiekviena judesio kiekio operatoriaus 

komponent� yra lygi: 

,ˆ
xi

px .
.

�
�

    ,ˆ
yi

p y .
.

�
�

    .ˆ
zi

pz .
.

�
�

 (4.1) 

Judesio kiekio operatorius vektorius 
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�
.
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.
.

.
.

izyxi
�� ,,  (4.2) 

reiškiamas diferencialiniu operatoriumi *  (nabla), padaugintu iš 
i
�

. 

Trimat� stacionarioji plokš�ioji banga 
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 (4.3) 

�ia .zpypxprp zyx 

�
��

 Tai trij� vienma�i� stacionari�j� ban-

g�, judan�i� koordina�i� aši� kryptimis, sandauga. 
Paviršius yra statmenas bangos vektoriui 
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.
�

�� pk �  (4.4) 

Bangos ilgis apibr�žiamas analogiškai kaip ir vienma�iu atveju: 

k
�
�� 2

� . (4.5) 

Trimat� stacionarioji plokš�ioji banga yra trij� skirting� operatori� 
tikrin� funkcija, nes 

� � � �,ˆ rprp pxpx
��

�� !! �        � � � �,ˆ rprp pypy
��

�� !! �  

� � � �.ˆ rprp pzpz
��

�� !! �  (4.6) 

Skai�iai ,xp  ,yp  zp  vadinami trimat�s plokš�iosios bangos judesio 
kiekio tikrin�mis vert�mis. 
Trimat� nuo laiko priklausanti bangin� funkcija gaunama padauginus 
stacionari�j� funkcij� (4.3) iš laikinio fazinio daugiklio: 

� �
� �

� � � � � �.,,,

expexp
2

1,
3

tztytx

rpiEtitr

zyx ppp

p

���
�

�

�

��
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
���

��
���

�
�

 (4.7) 

Nuo laiko priklausan�i� trimat�s harmonin�s bangos išraišk� galima 
suskaidyti � tris vienmates bangas. 

Laisvosios trimat�s dalel�s jud�jim� nusako plokš�i�j� bang� 
superpozicija, ta�iau spektrin� funkcija yra sud�tingesn�: 

 
� � � � � � � �;zzyyxx pfpfpfpf �
�

 (4.8) 
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a
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pppf

���
     .,, zyxa�  (4.9) 

Tai trij� Gauso spektrini� funkcij� sandauga. Didžiausia jos vert� yra 
taške � � .,, 0000 pppp zyx

�
�  Funkcij� � �trrp ,0

��
� ��  superpozicij� 

apibr�žia integralas: 
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� � � � � � .,, 3
0� �� pdtrrpftr pp

�����
�� ��  (4.10) 

Jis nusako bang� paketo, pradedan�io jud�ti momentu 0�t  iš taško 

0r
�

 ir turin�io vidutin� judesio kiek� ,0p�  jud�jim�. Kadangi abi poin-
tegralin�s funkcijos � �pf �  ir � �trrp ,0

��
� ��  yra reiškiamos trij� dau-

ginam�j�, priklausan�i� nuo skirting� kintam�j�, sandauga, tai integ-
ral� galima išreikšti trij� nari� sandauga: 

� � � � � � � � � � � � � �.,,,, ,,, tzi
z

tyi
y

txi
xp

zyx etzMetyMetxMtr ���� �
�

�  (4.11) 

Kiekvieno nario išraiška analogiška vienma�io bang� paketo išraiš-
kai. 
4.1 pav. parodytas tikimyb�s pasiskirstymas � � 2,, tyx� , kai bang� 

paketas juda (x, y) plokštumoje (z � 0), keturiais laiko momentais.  
 

 
4.1 pav. Tikimyb�s pasiskirstymas � � 2,, tyx� , kai bang� paketas juda (x, y) 

plokštumoje (z � 0), keturiais laiko momentais. Taškai plokštumoje žymi 
atitinkamas klasikin�s dalel�s pad�tis. Šis tikimybi� pasiskirstymas yra 

dvimat� Gauso funkcija, išplintanti laikui b�gant. 
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Trimat� Gauso bang� paket� visiškai apib�dina kovariacijos elip-
soidas. Elipsoidai, atitinkantys keturis skirtingus laiko momentus, 
parodyti 4.2 pav. 

 
4.2 pav. Gauso bang� paketo kovariacijos elipsoidai, atitinkantys keturis 

skirtingus laiko momentus 
 

Trimat� jud�jim� apib�dina judesio kiekio momentas L̂
�

. Ta�iau 
judesio kiekio momento komponent�s ,ˆ

xL  ,ˆ
yL  zL̂  nekomutuoja 

tarpusavyje, taigi vienos komponent�s operatoriaus tikrin� funkcija 
negali tuo pat metu b�ti kitos komponent�s operatoriaus tikrin� 
funkcija. Ta�iau judesio kiekio momento operatoriaus vektoriaus 

kvadratas 2L̂
�

 komutuoja su bet kuria iš ši� komponen�i�. Jo išraiška 
sferin�je koordina�i� sistemoje yra: 

,
sin

1sin
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�ia /  yra polinis kampas, o �  – azimutas. Operatoriaus 2L̂
�

 tikrini� 
ver�i� lygtis: 
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� � � � � �.,1,ˆ 22 �/�/ lmlm YllYL �
�


�  (4.13) 
Operatoriaus tikrin�s funkcijos � ��/,lmY  yra vadinamos sferin�mis 

harmonikomis. Jos priklauso nuo dviej� kvantini� skai�i�: judesio 
kiekio momento kvantinio skai�iaus l, kuris gali �gyti tik sveik�sias 
neneigiamas vertes l � 0, 1, 2, …, ir magnetinio kvantinio skai�iaus 
m, �gyjan�io tik sveik�sias vertes intervale lml   � . 

Sferines harmonikas galima išreikšti per jungtines Ležandro 
funkcijas � �/cosm

lP : 

� � � � � �
� � � � .cos!

4
121, �/

�
�/ imm

l
m

lm eP
ml
mllY



�


��  (4.14) 

Jungtin�s Ležandro funkcijos yra reiškiamos Ležandro daugianariais 
šitokiu b�du: 

� � � � � �.1 2/2 xP
dx
dxxP lm

m
mm

l ��  (4.15) 

Ležandro daugianariai apskai�iuojami naudojantis Rodrigeso for-
mule: 

� � � �, -.1
!2

1 2 l

l

l

ll x
dx
d

l
xP �� . (4.16) 

Jeigu magnetinis kvantinis skai�ius m �gyja neigiamas vertes, tuomet 
sferin�ms harmonikoms galioja s�ryšis: 

� � � � � �,,1, *
, �/�/ ml

m
lm YY ��      .0"m  (4.17) 

Keletas pradini� sferini� harmonik� išraišk�: 
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Nors Ležandro daugianariai ir jungtin�s Ležandro funkcijos yra rea-
liosios funkcijos, sferin�s harmonikos bendru atveju yra kompleksi-
n�s funkcijos. 4.3 pav. pavaizduota � ��/,2,3Y  ir � ��/,3,3Y  realiosios 

ir menamosios dalys bei t� funkcij� absoliutini� ver�i� kvadratai.  

 
4.3 pav. Sferini� harmonik� � ��/,2,3Y  ir � ��/,3,3Y  realiosios ir  

menamosios dalys bei t� funkcij� absoliutini� ver�i� kvadratai 
 

Kadangi sferin�s harmonikos priklauso nuo dviej� kamp�, jas 
galima vaizduoti sferin�je koordina�i� sistemoje. Tie atvaizdai pa-
teikti 4.4 pav. 
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4.4 pav. Sferini� harmonik� absoliutini� ver�i� kvadrat� atvaizdai sferin�je 

koordina�i� sistemoje 
 
III. Darbo užduotys 
 
4.1. Trimatis Gauso bang� paketas (x, y) plokštumoje yra pradin�je 
pad�tyje ,20 ��x  .20 ��y  Jo pradiniai grei�iai ,40 �xv  

,40 �yv  pradiniai plo�iai ,5.00 �x�  .5.00 �y�  Laiko momen-

tams t � 0 ir t � 1 nubr�žkite bang� paketo a) reali�j� dal�, b) mena-
m�j� dal�, c) modulio kvadrat�. Prad�kite nuo 4 deskriptoriaus. Ap-
skai�iuokite plo�ius, kai laiko momentas t � 1. 
4.2. Bang� paketas laiko momentu t � 0 yra nurim�s ir turi tokius 
pradinius dydžius ,00 �x  ,00 �y  ,00 �xv  ,00 �yv  ,10 �x�  

10 �y� . Laiko intervalams ,5.0 nt �0  kur n � 3, 4, 5, nubr�žkite 

bang� paketo a) reali�j� dal�, b) menam�j� dal�, c) modulio kvadrat�. 
Prad�kite nuo 4 deskriptoriaus.  
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4.3. Nubr�žkite dalel�s, kurios pradin�s vert�s yra ,30 ��x  
,20 ��y  ,10 ��z  ,50 �xv  ,5.10 �yv  ,10 �zv  ,10 �x�  

,05.10 �y�  ,20 �z�  kovariacijos elipsoidus laiko momentais 

t � 0, 1, 2. Prad�kite nuo 5 deskriptoriaus. Apskai�iuokite klasikin�s 
dalel�s, turin�ios tokias pat vertes, judesio kiekio momentus. 
4.4. Nubr�žkite dalel�s, kurios pradin�s vert�s yra ,50 ��x  

,20 ��y  ,10 ��z  ,50 �xv  ,5.10 �yv  ,10 �zv  ,8.10 �x�  

,5.10 �y�  ,10 �z�  kovariacijos elipsoidus laiko momentais 

t � 0, 1, 2. Prad�kite nuo 5 deskriptoriaus. Palyginkite gautus kova-
riacijos elipsoidus su elipsoidais, gautais 4.3 užduotyje. 
4.5. Nubr�žkite nurimusio sferinio bang� paketo kovariacijos elip-
soidus keturiais laiko momentais t � 0, 0.2, 0.4, 0.6. Paketo plo�iai 
lyg�s .2.0000 ��� zyx ���  Prad�kite nuo 5 deskriptoriaus. Paaiš-

kinkite elipsoid� formos kitim� laikui b�gant. 
4.6. Nubr�žkite Ležandro daugianarius � �xPl , esant atitinkamoms l ver-

t�ms: a) l � 9, 10, 11, 12, b) l � 13, 14, 15, 16, c) l � 20, 21, 22, 23. Gra-
fikus pateikite 2�2 formatu. Prad�kite nuo 3 deskriptoriaus. Kiek nuli� 
turi polinomai? 
4.7. Nubr�žkite jungtines Ležandro funkcijas � �xPm

l , esant atitin-

kamoms l ir m vert�ms: a) l � 4, m � 0, …, l, b) l � 7, m � 0, …, l. 
Grafikus pateikite 4�4 formatu. Prad�kite nuo 4 deskriptoriaus. Kiek 
nuli� turi funkcijos � �xPm

l ? 

4.8. Nubr�žkite sferini� harmonik� reali�sias ir menam�sias dalis bei 
absoliutini� ver�i� kvadratus, esant l � 2 ir m � 0, 1, 2. Prad�kite nuo 
6 deskriptoriaus. Kiek nuli� turi sferin�s harmonikos? 
4.9. Nubr�žkite sferini� harmonik� absoliutini� ver�i� kvadratus 
sferin�je koordina�i� sistemoje, esant l � 5, m � 0, …, l. Prad�kite 
nuo 8 deskriptoriaus. 
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4.10. Nubr�žkite sferini� harmonik� absoliutini� ver�i� kvadratus 
sferin�je koordina�i� sistemoje, esant l � 7, m � 0, …, l. Prad�kite 
nuo 9 deskriptoriaus. 
 
IV. Rezultat� pateikimas 
 
1. Pateikdami ataskait� nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-

m�; savo vard� ir pavard�; laboratorinio darbo tiksl�. 
2. Užrašykite laboratorinio darbo užduoties s�lyg�. 
3. Nubr�žkite trima�io bang� paketo reali�sias, menam�sias dalis, 

modulio kvadratus bei kovariacijos elipsoidus. 
4. Nubr�žkite Ležandro polinomus, jungtines Ležandro funkcijas ir 

sferines harmonikas. 
5. Pateikite laboratorinio darbo išvadas.  
6. Pasiruoškite ginti laboratorin� darb�. Tam tikslui pasirenkite at-

sakyti � kontrolinius klausimus. 
 
V. Kontroliniai klausimai 
 
1. Kas apib�dina dalel�s jud�jim� trimat�je erdv�je? 
2. Kaip išreiškiama trimat� stacionarioji plokš�ioji banga? 
3. Kas nusako laisvosios trimat�s dalel�s jud�jim�? 
4. K� apib�dina kovariacijos elipsoidas? 
5. Vienmatis bang� paketas neišplinta erdv�je. Kod�l išplinta tri-

matis paketas? 
6. Kod�l kvantin�je mechanikoje pla�iau naudojamas ne judesio 

kiekio momento operatorius ,L̂
�

 o judesio kiekio momento ope-
ratoriaus vektoriaus kvadratas 2L̂

�
? 

7. Kokios funkcijos yra tikrin�s operatoriaus 2L̂
�

 funkcijos? 
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8. Ar sferin�s harmonikos yra tikrin�s operatori� ,ˆ
xL  ,ˆ

yL  zL̂  

funkcijos? 
9. Nuo koki� kvantini� skai�i� priklauso sferin�s harmonikos? 
10. Kas nusako sferini� harmonik� nuli� skai�i�? 
 
VI. Literat�ra 
 
1. Brandt S., Dahmen H. D. (1993). Iliustruotoji kvantin� mechani-

ka. Kaunas: Vytauto Didžiojo universitetas. P. 133–144. 
2. Brandt S., Dahmen H. D., Stroh T. (2003). Interactive Quantum 

Mechanics. P. 107–123, 180–182. New York: Springer-Verlag. 
3. Thaller B. (2000). Visual Quantum Mechanics: Selected Topics 

with Computer-Generated Animations of Quantum-Mechanical 
Phenomena. Springer. P. 103–118. 
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5 LABORATORINIS DARBAS 
 

Susietieji harmoniniai osciliatoriai 
 

I.   Darbo tikslas 
Ištirti dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� tikimyb�s tankio pri-
klausomyb� nuo sistemos kvantini� skai�i� ir koreliacijos koeficien-
to �tak� dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� sistemai. 
 
II. Teorin� dalis 

 
Yra žinoma, kad pagrindinis kvantin�s mechanikos dydis – ban-

gin� funkcija. Dviej� daleli� sistem� apib�dina bangin� funkcija 
� �txx ,, 211 , priklausanti nuo laiko ir abiej� daleli� erdvini� koordi-

na�i�. Jos modulio kvadratas � � 2
21 ,, txx1  yra bendrasis tikimyb�s 

tankis. Dalel�s vadinamos skirtingomis, jei skiriasi j� mas�, kr�vis 
arba kitos charakteristikos. Jeigu visos j� charakteristikos vienodos, 
dalel�s vadinamos tapa�iomis. Kai dalel�s yra skirtingos, tai dydis  

� � 21
2

21 ,, dxdxtxx1  (5.1) 

nusako tikimyb� laiko momentu t rasti pirm�j� dalel� intervale 1dx  
apie tašk� 1x , o antr�j� dalel� – intervale 2dx  apie tašk� 2x . Dviej� 
daleli� sistemos bendrasis tikimyb�s tankis apibr�žiamas konkre�iu 
laiko momentu  
� � � � � � .,,,,, 2

02102121 txxtxxxx 1�2 ��  (5.2) 

Tuomet dydžiai  

� � � �

� � � ��

�
�


��


�

��

�

�

12122

22111

,

,

dxxxx

dxxxx

��

��
 (5.3) 
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yra ribiniai pasiskirstymai, nusakantys tikimyb� rasti vien� iš daleli�, 
nepriklausomai, kur yra antroji dalel�.   

Vienas papras�iausi�, turin�i� praktin�s reikšm�s pavyzdži� yra 
dviej� skirting� vienodos mas�s daleli� jud�jimo išoriniame oscilia-
toriaus potencialo lauke tyrimas. Tegul išoriniai potencialai yra šito-
kio pavidalo: 

� � ,
2

2
11 xkxV �             � � ,

2
2
22 xkxV �             .03k  (5.4) 

Tegul dalel�s s�veikauja harmonine j�ga, kurios potencin� energija  

� � � � ,
2

, 2
2121 xxxxVc ��

(
            .03(  (5.5) 

Tuo atveju sistemos hamiltonianas yra lygus: 

� � � � � �.,
22 2122

2

22

12
1

22

xxVxV
xm

xV
xm

H c


.
.

�

.
.

��
��

 (5.6) 

Ši išraiška yra analogiška vienos dalel�s atvejui, bet visa energija 
lygi ne vienos, o dviej� daleli� kinetin�s ir potencin�s energij� su-
mai. 

Pradines s�lygas apibr�žia daleli� koordina�i� vidutin�s vert�s 
laiko momentu � �01100 : txxtt ��  ir � �0220 txx � . Tarkime, 

kad abiej� daleli� pradin�s judesio kiekio vert�s lygios nuliui. Lygtis 
turi be galo daug sprendini�, tenkinan�i� tokias pradines s�lygas, 
ta�iau jeigu apsiribosime Gauso paket� forma pradiniu laiko momen-
tu, gausime vienareikšmišk� sprendin�. V�lesniais laiko momentais 
pradinis paketas išlaikys Gauso paket� form�, ta�iau atitinkamos 
dvimat�s Gauso funkcijos parametrai taps priklausomi nuo laiko. 
Bendru atveju jis turi šitok� pavidal�: 

� � � �
� �

� �� � � �
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$
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�
�
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 (5.7) 
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Ta dvimat� Gauso funkcija priklauso nuo penki� parametr�. Tai – 
koordina�i� vidurkiai ,, 21 xx  plo�iai 21 , ��  ir koreliacijos koe-

ficientas c. Dvimat�s Gauso funkcijos ribiniai pasiskirstymai yra 
vienmat�s Gauso funkcijos: 

� � � �

� � � �
.exp

2
1

,exp
2
1

2
2

2
22

2
22

2
1

2
11

1
11

�
�

�

�

�
�

�

� �
��

�
�

�

�

�
�

�

� �
��

���
�

���
�

xx
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xx
x

 (5.8) 

Koordina�i� vidurkiai atitinka dviej� daleli� klasikines pad�tis. Kai 
,0�c  kintamieji 1x  ir 2x  nekoreliuoti. Tai reiškia, kad galiojantis 

ryšys 11 xx 3  neleidžia teigti, ar 22 xx 3 , ar .22 xx "  Jei 

kintamieji koreliuoti, tai yra ,0)c  situacija yra kitokia. Kai kore-
liacija teigiama � �03c , tuomet, jei žinoma, kad ,11 xx 3  galime 

teigti, jog tik�tinesnis ryšys 22 xx 3  negu .22 xx "  Jeigu kore-

liacija neigiama � �,0"c  tuo atveju, jeigu žinoma, kad ,11 xx 3  

labiau tik�tina, kad 22 xx "  negu 22 xx 3 . Koreliacijos dyd� 

nusako c vert�, ji kinta šitaip: .11   � c  Kai ,1#�c  turime vi-
siškos koreliacijos atvej�. Kai kintamieji nekoreliuoti, ryšys tarp 
bendrojo tikimyb�s tankio ir ribini� tikimyb�s tanki� yra labai pa-
prastas: 

� � � � � �., 221121 xxxx ��� �  (5.9) 

Prad�dami smulkiau nagrin�ti susiet�j� osciliatori� sistem�, turime 
atkreipti d�mes� � tokius faktus: 
1. Vidurki� � �tx1  ir � �tx2  priklausomyb� nuo laiko nulemia j� 

pradin�s vert�s, ta priklausomyb� yra tapati atitinkamai klasikini� 
daleli� koordina�i� priklausomybei. Ji nepriklauso nuo plo�i� ir ko-
reliacijos koeficiento pradini� ver�i� ,10�  20�  ir .0c  
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2. Plo�i� � � � �tt 21 , ��  ir koreliacijos koeficiento � �tc  priklauso-
myb� nuo laiko s�lygoja j� pradin�s vert�s. Ji nepriklauso nuo dale-
li� pradini� pad��i� 10x  ir .20x  

Koordina�i� vidurki� � � ,1 tx  � � ,2 tx  plo�i� � � � �tt 21 , ��  ir 

koreliacijos koeficiento � �tc  priklausomyb�s nuo laiko pateiktos 
5.1 pav. 

 
 

5.1 pav. Koordina�i� vidurki� � � ,1 tx  � � ,2 tx  plo�i� � � � �tt 21 , ��  ir 
koreliacijos koeficiento � �tc  priklausomyb�s nuo laiko 

 
Klasikin� dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� sistem� api-

b�dina du b�dingieji savieji virpesi� dažniai. Tuos virpesius atskirai 
galima sužadinti parinkus tam tikras pradines s�lygas. Vienai savajai 
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virpesi� r�šiai b�dingas nurim�s sistemos masi� centras. Tie virpe-
siai atsiranda, jei dalel�s iš pradži� yra viena priešais kit�, tai yra 

.2010 xx ��  Tada mas�s centras atsiduria koordina�i� pradžioje ir 

lieka ten vis� laik� nurim�s. Svyravimai vyksta tiktai išilgai reliaty-
viosios koordinat�s ,12 xxr ��  o j� kampinis dažnis  

.2
m

k
r

(� 

�  (5.10) 

Kitos r�šies savieji virpesiai atsiranda, jei iš pradži� abi dalel�s yra 
tame pa�iame taške ,02010 Rxx ��  kuris kartu nurodo ir mas�s 

centro pradin� koordinat�. Tuo atveju dalel�s nes�veikauja ir vis� 
laik� juda kartu, tod�l bet kuriuo momentu � � � �.21 txtx �  Dabar 
Huko j�ga veikia tik mas�s centr�, ir jis svyruoja kampiniu dažniu 

.
m
k

R ��  (5.11) 

Dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� sistemos hamiltonian�, 
pateikt� (5.6), galima išreikšti dviej� nari� suma: 

.rR HHH 
�  (5.12) 
Pirmasis narys  

2
2

22

2
kR

RM
H R 


.
.

��
�

 (5.13) 

nusako mas�s centro jud�jim�, �ia � �212
1 xxR 
�  ir M � 2m – 

sistemos mas�. 
 

Antrasis narys  

2
2

22

22
1

2
rk

r
H r �

�
�

�
�
� 



.
.

�� (
7
�

 (5.14) 

nusako daleli� jud�jim� viena kitos atžvilgiu, �ia 12 xxr ��  ir 

2
m

�7  – daleli� sistemos redukuotoji mas�. 
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Kadangi hamiltoniano kintamieji atsiskiria, kiekvien� jo tikrin� 
funkcij� galima išreikšti dviej� funkcij�, priklausan�i� nuo skirting� 
kintam�j�, sandauga. Kiekviena iš j� yra paprastesnio hamiltoniano 
tikrin� funkcija: 

� � � �

� � � �.
2
1

,
2
1

runruH

RUNRUH

nrnr

NRNR

�

�

�

�

�
�
�

�
�
� 
�

�
�
�

�
�
� 
�

 (5.15) 

Pirmasis j� nusako mas�s centro, o antrasis – santykin� daleli� jud�-
jim�. Visa sistemos energija lygi abiej� hamiltonian� tikrini� ver�i� 
sumai: 

.
2
1

2
1

rR nNE �� �� �
�
�

�
�
� 

�

�
�

�
�
� 
�  (5.16) 

Taigi, šiuo atveju kiekvienas energijos spektro lygmuo apib�dinamas 
dviem nepriklausomais kvantiniais skai�iais – N (nusako mas�s centro 
sužadinim�) ir n (�vardija santykinio jud�jimo b�sen�). Kai kuri� ma-
žiausi� N ir n ver�i� atitinkamos tikrin�s funkcijos pateiktos 5.2 pav. 
 

 
5.2 pav. Kai kuri� mažiausi� N ir n ver�i� atitinkamos tikrin�s funkcijos 
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III.   Darbo užduotys 
 
5.1. Nubr�žkite dviej� nesusiet�j� harmonini� osciliatori� tikrines 
funkcijas duotai standumo konstantai k � 2 ir masei m � 1, esant 
keliems kvantini� skai�i� rinkiniams: a) N � 0, 1; n � 0, 1, b) N � 0, 
1; n � 2, 3, c) N � 2, 3; n � 0, 1, d) N � 2, 3; n � 2, 3. Prad�kite nuo 
5 deskriptoriaus. Grafikus pateikite 2�2 formatu. 
5.2. Nubr�žkite dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� tikrines 
funkcijas duotoms standumo konstantoms k � 1 ir 2�( , esant ke-
liems kvantini� skai�i� rinkiniams: a) N � 0, 1; n � 0, 1, b) N � 0, 
1; n � 2, 3, c) N � 2, 3; n � 0, 1, d) N � 2, 3; n � 2, 3. Prad�kite nuo 
5 deskriptoriaus. Grafikus pateikite 2�2 formatu. 
5.3. Nubr�žkite dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� tikimybi� tan-
kius duotiems kvantiniams skai�iams N � 1, 2 ir n � 1, 2. Osciliatori� 
standumo konstantos lygios k � 2 ir 5�( . Prad�kite nuo 5 deskripto-
riaus. Paaiškinkite tikimybi� tanki� priklausomyb� nuo kvantini� 
skai�i� N ir n. 
5.4. Nubr�žkite dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� tikimybi� tan-
kius duotoms standumo konstantoms k � 1 ir 4�( , esant keliems 
kvantini� skai�i� rinkiniams: a) N � 2, 3; n � 0, 1, b) N � 2, 3; n � 2, 3, 
c) N � 4, 5; n � 0, 1, d) N � 4, 5; n � 2, 3. Prad�kite nuo 5 deskripto-
riaus. Apskai�iuokite pilnutines susiet�j� harmonini� osciliatori� sis-
temos energijas. 
5.5. Duota dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� sistema su tokio-
mis standumo konstant� vert�mis: k � 2 ir 5.0�( . Nubr�žkite ko-
ordina�i� vidurki� � � ,1 tx  � � ,2 tx  plo�i� � � � �tt 21 , ��  ir koreliaci-

jos koeficiento � �tc  priklausomybes nuo laiko. Pradiniu laiko mo-
mentu t � 0 šie dydžiai buvo lyg�s: ,310 �x  ,020 �x  

,01.110 ��  ,5.020 ��  .00 �c  Paaiškinkite koordina�i� vidurki� 

� �tx1  ir � �tx2  elges� laikui b�gant. Prad�kite nuo 6 deskripto-
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riaus. Kod�l laikui b�gant koreliacijos koeficientas � �tc  tampa nely-
gus nuliui? 
5.6. Nubr�žkite dviej� susiet�j� glaudžiai koreliuot� harmonini� os-
ciliatori� sistemos koordina�i� vidurki� � � ,1 tx  � � ,2 tx  plo�i� 

� � � �tt 21 , ��  ir koreliacijos koeficiento � �tc  priklausomybes nuo 
laiko. Pradiniu laiko momentu t � 0 šie dydžiai buvo lyg�s: 

,210 �x  ,220 �x  ,9.010 ��  ,6.020 ��  .95.00 �c  Prad�kite 

nuo 6 deskriptoriaus. Paaiškinkite koordina�i� vidurki� � �tx1  ir 

� �tx2  elges� laikui b�gant. 

5.7. Nubr�žkite dviej� nesusiet�j� harmonini� osciliatori� tikimybi� 
tankius � �21 , xxD�  skirtingoms mas�s m � 1 dalel�ms, kuri� standu-
mo konstanta k � 2. Pradiniu laiko momentu t � 0 koordina�i� vidur-
kiai, plo�iai ir koreliacijos koeficientas lyg�s: ,210 ��x  ,320 �x  

,110 ��  ,5.020 ��  .8.00 ��c  Grafikus pateikite 2�2 formatu duo-
tais laiko intervalais: ,tntn 0�  kur n � 4, 5, 6, 7, o 0t � 0.501. Prad�-

kite nuo 7 deskriptoriaus. Kod�l egzistuoja neigiama pradin� korelia-
cija? 
5.8. Pakartokite 5.7 užduot� bozon� atveju. 
5.9. Nubr�žkite dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� tikimybi� 
tankius � �21 , xxD�  skirtingoms mas�s m � 1 dalel�ms, kuri� stan-
dumo konstantoms k � 2 ir 20�( . Pradiniu laiko momentu t � 0 
koordina�i� vidurkiai, plo�iai ir koreliacijos koeficientas lyg�s: 

,310 �x  ,320 ��x  ,110 ��  ,5.020 ��  .00 �c  Grafikus pa-

teikite 2�2 formatu duotais laiko intervalais: ,tntn 0�  kur n � 4, 5, 

6, 7, o 0t � 0.2. Prad�kite nuo 7 deskriptoriaus.  
5.10. Panagrin�kite dviej� skirting� mas�s m � 1 daleli� ribinius pa-
siskirstymus. Daleli� standumo konstantos k � 2 ir .8.0�(  Pradiniu 
laiko momentu daleli� parametrai yra: ,310 �x  ,020 �x  
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,110 ��  ,5.020 ��  .00 �c  a) Nubr�žkite pirmosios dalel�s ribin� 
pasiskirstym� � �txD ,11

�  laiko intervale 40   t . b) Nubr�žkite 

antrosios dalel�s ribin� pasiskirstym� � �txD ,22
�  tame pa�iame laiko 

intervale. Prad�kite nuo 9 deskriptoriaus. 
 
IV. Rezultat� pateikimas 
 
1. Pateikdami ataskait� nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-

m�; savo vard� ir pavard�; laboratorinio darbo tiksl�. 
2. Užrašykite laboratorinio darbo užduoties s�lyg�. 
3. Nubr�žkite susiet�j� harmonini� osciliatori� potencialo duob�s 

tikrines funkcijas, tikimybi� tankius, koordina�i� vidurki� plo�i� 
ir koreliacijos koeficiento priklausomybes nuo laiko. 

4. Pateikite laboratorinio darbo išvadas.  
5. Pasiruoškite ginti laboratorin� darb�. Tam tikslui pasirenkite at-

sakyti � kontrolinius klausimus. 
 
V. Kontroliniai klausimai 
 
1. K� nusako tikimyb�s tankis? 
2. Kokias daleles vadiname tapa�iomis, kokias – skirtingomis? 
3. K� vadiname ribiniais pasiskirstymais? 
4. Koks yra ryšys tarp bendrojo tikimyb�s tankio ir ribini� tikimy-

b�s tanki�, kai kintamieji nekoreliuoti? 
5. Kokie parametrai apib�dina dviej� daleli� sistemos bendr�j� ti-

kimyb�s tank�? 
6. Dviej� išorini� susiet�j� harmonini� osciliatori� potencial� iš-

raiškos. 
7. Kaip koordina�i� vidurkiai priklauso nuo koreliacijos koefi-

ciento? 
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8. Kas lemia koordina�i� vidurki� ir plo�i� priklausomyb� nuo 
laiko? 

9. Kas apib�dina klasikin� dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� 
sistem�? 

10. Kam lygi visa dviej� susiet�j� harmonini� osciliatori� sistemos 
energija? 
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6 LABORATORINIS DARBAS 
 

Vandenilio atomas 
 

I. Darbo tikslai 
1) Vandenilio atomo radikaliosios Šr�dingerio lygties sprendini� bei 

tikimyb�s tanki� priklausomyb�s nuo kvantini� skai�i� tyrimas. 
2) Lagero daugianari� priklausomyb�s nuo kvantini� skai�i� tyrimas. 
 
II. Teorin� dalis 
 

Vandenilio atomas susideda iš protono ir vieno elektrono, 
skriejan�io apie j� elektrin�s j�gos lauke. Elektrono, kurio kr�vis ly-
gus –e, potencin� energij� protono (jo kr�vis +e) lauke nusako pro-
tono kuriamas Kulono potencialas 

� � ,1
4 0 r

erU
��

�  (6.1) 

padaugintas iš elektrono kr�vio: 

� � .1
4 0
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Koeficient� 
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 galima išreikšti dviej� svarbiausi� gamtos kon-

stant� – Planko konstantos ir šviesos grei�io – sandauga: 
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Nedimensinis daugiklis �  vadinamas smulkiosios strukt�ros kon-
stanta. Vandenilio atomo stacionarioji Šr�dingerio lygtis: 
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�ia M – elektrono mas�. Šios lygties sprendinius galima išreikšti ra-
dikali�j� bangini� funkcij� � �rRnl  ir sferini� harmonik� � ��/,lmY  

sandauga: 
� � � � � �.,�/! lmnl YrRr �  (6.5) 

T� išraišk� �stat� � (6.4) lygt�, gauname vandenilio atomo radikali�j� 
Šr�dingerio lygt�: 
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Tai tikrini� ver�i� lygtis su tikrin�mis vert�mis nE  ir tikrin�mis 
funkcijomis � �rRnl . Efektinis potencialas yra Kulono ir išcentrinio 

potencial� suma: 
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Tikrin�s vert�s priklauso tik nuo pagrindinio kvantinio skai�iaus n: 

,
2
1

2

2
2

n
McEn

�
��            ....,2,1�n  (6.8) 

Jos sudaro begalin� diskretini� funkcij� aib�. Koeficientas 
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šitok� pavidal�: 

� �
.1,1,0;...,2,1

;2exp2 12
1

���

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
���

�
�

�
�
�� 


��

nln
na

rL
na
r

na
rNrR l

ln

l

nlnl  (6.9) 

Normavimo daugiklis  
� �
� �, - ,

!
!12

322/3 ln
ln

n
Nnl 


��
�
�

 (6.10) 

o parametras  

m
Mc

a 10105292.0 �98�
�
�

 (6.11) 
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lygus ar�iausiai branduolio esan�ios vidin�s Boro orbitos spinduliui. 
Funkcija � �xL l

ln
12

1


��  yra Lagero daugianaris. Vandenilio atomo radi-

kaliosios bangin�s funkcijos pavaizduotos 6.1 pav. 

 
6.1 pav. Vandenilio atomo radikaliosios bangin�s funkcijos 

 
Gr�žkime prie vandenilio atomo elektrono trima�i� bangini� 

funkcij� (6.5). J� absoliutini� ver�i� kvadratai � �/� ,rnlm , nepri-
klausantys nuo azimuto � , yra parodyti 6.2 pav. Jie išreiškia tikimy-
b�s rasti elektron� konkre�iame erdv�s taške tankius. 

 
6.2 pav. Vandenilio atomo elektrono trima�i� bangini� funkcij�,  

nepriklausan�i� nuo azimuto � ,   absoliutini� ver�i� kvadratai � �/� ,rnlm  
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Vandenilio atomo bangin� funkcija, atitinkanti kvantinius 
skai�ius n � 3, l � 2, m � 0,  yra pavaizduota 6.3 pav.   

 
6.3 pav. Vandenilio atomo bangin� funkcija, atitinkanti kvantinius skai�ius 

n � 3, l � 2, m � 0 
 

Prieš pradedant tirti radikali�sias funkcijas � �rRnl , verta panag-
rin�ti Lagero daugianari� savybes. Lagero daugianariai yra antrosios 
eil�s diferencialin�s lygties sprendiniai, priklausantys nuo parametr� 
n ir �: 

� � � � � � � � .012

2

�
�

 xnL
dx

xdL
x

dx
xLd

x n
nn �
��

�  (6.12) 

Daugianariai yra apskai�iuojami pagal rekurentin� formul�: 
� � � �

� � � � � � � � � � � �.121
,1,1

11

10

xLnxLxnxLn
xxLxL

nnn
���

��

��
�

�
 
��

�

�
��

 (6.13) 

Jie taip pat gali b�ti išreikšti per gama funkcijas  

� � � � � �
� � � �+

� 

:
�:


:

��
n

j

j
j

n jjjn
xnxL

0 !11
11

�
��  (6.14) 

arba apskai�iuoti pagal Rodrigues formul�: 

� � � �xn
n

nx

n ex
dx
d

x
e

n
xL �
� �

�
�

!
1

. (6.15) 
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Lagero daugianariai turi tenkinti ortogonalumo s�lyg�: 

� � � � .,0
0

mndxexxLxL x
mn )��

�
����  (6.16) 

Daugianario nuli� skai�ius lygus n. Lagero daugianari� priklauso-
myb� nuo koordinat�s x yra parodyta 6.4 pav., o 6.5 pav. pavaizduota 
j� priklausomyb� nuo koordinat�s ir parametro �. 

 
6.4 pav. Lagero daugianari� priklausomyb� nuo koordinat�s x 

 

 
6.5 pav. Lagero daugianari� priklausomyb� nuo koordinat�s x ir parametro � 
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Vandenilio atomo elektrono radikali�j� funkcij� � �rRnl , pa-

teikt� 6.9 formule, pob�d� dideli� r ver�i� srityje nulemia eksponen-

tin� funkcija ,na
r

e
�

 o koordina�i� pradžios aplinkoje – daugiklis 
l

na
r
�
�
�

�
�
� 2

. Radikaliosios bangin�s funkcijos turi 1�� ln  mazg�, kuri� 

skai�ius ir pad�tis sutampa su Lagero daugianari� nuli� skai�iumi ir 
pad�timis. 

Did�jant energijos vert�ms, vandenilio atomo bangin�s funkci-
jos gana spar�iai išplinta � dideli� spindulio reikšmi� srit�. Šio reiškinio 
priežastis yra spartus Kulono potencialo duob�s plat�jimas did�jant 
energijai. Energijos ver�i� spektras yra išsigim�s, kadangi, esant tam 
tikrai kvantinio skai�iaus n vertei, kvantinis skai�ius l gali �gyti bet 
kuri� reikšm� iš 10 �  nl  kitimo srities, o kiekvien� turim� l ver-
t� atitinka 12 
l  judesio kiekio momento projekcijos vert�, nes 

.lml   �  Taigi kiekvien� n atitinka  

� � 2
1

0
12 nl

n

l
�
+

�

�

 (6.17) 

skirting� b�sen�, turin�i� t� pa�i� tikrin� energijos vert� .nE  Van-

denilio atomo trimat�s bangin�s funkcijos išreiškiamos kaip radika-
li�j� bangini� funkcij� ir sferini� harmonik� sandauga: 

� � � � � �.,�/! lmnlnlm YrRr �
�

 (6.18) 

Ji išreiškia tikimyb�s rasti elektron� konkre�iame erdv�s taške tan-
kius. 
 
III.  Darbo užduotys 
 
6.1. Nubr�žkite Kulono potencialo, kurio parametras 1�� , a) radi-
kali�j� funkcij� nlR , b) ,nlrR  c) 2

nlR , d) 22
nlRr  intervale 

300   r , kai l � 0, 1. Apskai�iuokite trij� žemiausi� lygmen� 
energijas. Prad�kite nuo 4 deskriptoriaus. 
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6.2. Pakartokite 9.1 užduot�, esant tokioms l vert�ms: l � 20, 21, 22, 
23. Prad�kite nuo 4 deskriptoriaus. Paaiškinkite spindulini� funkcij� 
priklausomyb� nuo l. 
6.3. Nubr�žkite Kulono potencialo tikimybi� tankius � �/� ,rnlm  duo-
tam kvantini� skai�i� rinkiniui ,1�n  ,0�l  .0�m  Prad�kite nuo 9 
deskriptoriaus. Kod�l neegzistuoja b�sena ,1�n  ,1�l  1�m ? 
6.4. Nubr�žkite Kulono potencialo tikimybi� tankius � �/� ,rnlm  
duotiems kvantini� skai�i� rinkiniams ,2�n  ,0�l  0�m  ir 

,2�n  ,1�l  .1,0�m  Prad�kite nuo 9 deskriptoriaus. Kaip mazg� 
skai�ius priklauso nuo kvantini� skai�i�? 
6.5. Nubr�žkite Kulono potencialo tikimybi� tankius � �/� ,rnlm  
duotam kvantini� skai�i� rinkiniui ,15�n  ,14�l  .14,0�m  Pra-
d�kite nuo 9 deskriptoriaus. Paaiškinkite skirtumus atvejais, kai 

0�m  ir .14�m  
6.6. Nubr�žkite Lagero daugianarius � �xLn

� , esant atitinkamiems 
parametr� rinkiniams: a) n � 3, � � 0, 1; n � 4, � � 0, 1 x intervale 

,110   x  b) n � 3, � � 0, 1; n � 4, � � 0, 1 x intervale .130   x  
Grafikus pateikite  2�2 formatu. Prad�kite nuo 21 deskriptoriaus. 
6.7. Nubr�žkite vandenilio atomo radikali�sias bangines funkcijas 
intervale 600   x , esant atitinkamiems kvantini� skai�i� rinki-
niams: n � 0, 1, 2; l � 0, 1, 2. Grafikus pateikite 3�3 formatu. Prad�-
kite nuo 23 deskriptoriaus. 
6.8. Nubr�žkite vandenilio atomo radikali�sias bangines funkcijas 
intervale 600   x , esant atitinkamiems kvantini� skai�i� rinki-
niams: n � 3, 4, 5 ir a) l � 0, 1, 2; b) l � 0, 1, 2. Grafikus pateikite 
3�3 formatu. Gautus rezultatus palyginkite su 6.7 užduoties rezulta-
tais. Prad�kite nuo 23 deskriptoriaus. 
6.9. Nubr�žkite Lagero daugianarius � �xLn

�  intervale 100   x  su 
kintamu parametru � ( 50   � ) ir n � 0, 1, 2, 3. Grafikus pateikite 
2�2 formatu. Prad�kite nuo 24 deskriptoriaus. 



 63

6.10. Nubr�žkite Lagero daugianarius � �xLn
�  intervale 100   x  

su kintamu parametru � ( 50   � ) ir n � 4, 5, 6, 7. Grafikus patei-
kite 2�2 formatu. Prad�kite nuo 24 deskriptoriaus. 
 
IV.  Rezultat� pateikimas 
 
1. Pateikdami ataskait� nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-

m�; savo vard� ir pavard�; laboratorinio darbo tiksl�. 
2. Užrašykite laboratorinio darbo užduoties s�lyg�. 
3. Nubr�žkite susiet�j� harmonini� osciliatori� potencialo duob�s 

tikrines funkcijas, tikimybi� tankius, koordina�i� vidurki� plo�i� 
ir koreliacijos koeficiento priklausomybes nuo laiko. 

4. Pateikite laboratorinio darbo išvadas.  
5. Pasiruoškite ginti laboratorin� darb�. Tam tikslui pasirenkite at-

sakyti � kontrolinius klausimus. 
 
V.  Kontroliniai klausimai 
 
1. Kokio potencialo lauke juda elektronas vandenilio atome? 
2. Vandenilio atomo Šr�dingerio lygtis. 
3. Kaip priklauso funkcij� nlR , ,nlrR  2

nlR , 22
nlRr  mazg� skai�ius 

nuo kvantini� skai�i� n ir l? 
4. Kaip kei�iasi radikali�j� funkcij� grafikai, augant l vert�ms?  
5. Kaip tai paaiškintum�te? 
6. Kaip priklauso tikimyb�s tanki� � �/� ,rnlm  mazg� skai�ius nuo 

kvantini� skai�i� n, l ir m? 
7. Nuo koki� parametr� priklauso Lagero daugianariai? 
8. Kokios diferencialin�s lygties sprendiniai yra Lagero daugiana-

riai? 
9. Lagero daugianari� rekurentin� formul�. Lagero daugianari� 

skai�iavimo formul�s. 
10. Lagero daugianari� ortogonalumo s�lyga. 
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7 LABORATORINIS DARBAS 
 

Vienmat� potencialin� sklaida 
 

I. Darbo tikslai 
1) Išnagrin�ti potencialin� sklaid� keleto duobi� sistemose. 
2) Išnagrin�ti rezonansin� sklaid�. 
3) Nustatyti sklaidos amplitud�. 
 
II. Teorin� dalis 
 

Dalel�s sklaida vadinama glaudži�ja, jeigu sklaidos metu pakinta 
tiktai judesio kiekis, o dalel�s energija išlieka tvari. J�ga, kuriai vei-
kiant vyksta sklaida, vadinama artisieke j�ga, jeigu ji praktiškai ne-
lygi nuliui tik baigtin�je srityje apie j�g� centr�. Šios srities b�dinga-
sis ilgis d vadinamas j�gos veikimo siekiu. Dalel�s glaudžioji sklaida 
susideda iš trij� etap�: 
I)   Dalel� laisvai juda j�gos veikimo srities link. 
II)  Dalel� juda j�gos veikimo lauke ir d�l lauko poveikio dalel�s 
judesio kiekis pasikei�ia. 
III) Po sklaidos išskriejusi iš j�gos veikimo lauko dalel� v�l juda 
laisvai. 

Dalel�s, kurios mas� yra m, laisv�j� jud�jim� apib�dina de Broilio 
bang� paketas   

� � � � .exp
2
1, 00 �

�
��
� 
���� pxpxEtitxxp ���

�  (7.1) 

Jeigu paketo spektrin� funkcija � �pf  �gyja nelygias nuliui vertes 
teigiam� p ver�i� srityje, paketas  

� � � � � ��

�

��

�
�
�

�
�
� ���

�
�

�
�
��� dpxxpiEtipftx 0exp

2
1exp,

��� �
�  (7.2) 
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juda išilgai x ašies iš kair�s � dešin� x did�jimo kryptimi. Jei sumuo-
jamos de Broilio bangos, turin�ios neigiamus judesio kiekius: 

� � � ��
�

��
� �
���� 00 exp

2
1, pxpxEtitxxp ���

� , (7.3) 

bet t� pa�i� spektrin� funkcij� � �pf , tai pakeitimo pp ��;  d�ka 
galime pamatyti, kad turime nauj� paket� su spektrine funkcija 
� �,pf �  kurios nuliui nelygios vert�s yra pasiskirs�iusios neigiam� 

judesio kieki� srityje. Toks paketas juda iš dešin�s � kair�, tai yra x ver-
�i� maž�jimo kryptimi. Taigi, turimos spektrin�s funkcijos paketai, su-
daryti iš de Broilio bang� � �txxp ,0��  ir � �txxp ,0��� , juda priešin-

gomis kryptimis. Jud�jimo krypt� apibr�žia stacionariosios bangos eks-

ponentin�s funkcijos ženklas � ��
�
�

�
�
� �# 0exp

2
1 xxpi

���
. Jeigu bang� 

paketo spektrin�s funkcijos � �pf  nuliui nelygios vert�s yra teigiam� 
judesio kieki� ver�i� srityje, tai paketas, susidedantis iš stacionari�j� 
bang�  

� � � �, -00 expexp xxikxxpi
���

�
�

�
�
� �
�

, (7.4) 

juda x ver�i� did�jimo kryptimi, o paketas, sudarytas iš stacionari�j� 
bang� 

� � � �, -00 expexp xxikxxpi
����

�
�

�
�
� ��
�

, (7.5) 

juda x ver�i� maž�jimo kryptimi. 
Panagrin�kime dalel�, judan�i� iš kair�s � dešin�. Tegul dalel� 

veikianti j�ga  

� � � �xV
dx
dxF �� , (7.6) 

pagal apibr�žim� lygi potencin�s energijos išvestinei, turi baigtin� 

siek� d, o jos veikimo sritis yra taško 0�x  aplinkoje. Pradin� pake-



 67

to pad�tis, apibr�žiama didele neigiama 0x  verte, atitinka jo lokali-

zacij� toli kair�je. Tada dalel� juda laisvai, neveikiama joki� j�g�. 

Šioje srityje sprendinys yra de Broilio bang� paketas � �txxp ,0�� . 

Po vienmat�s sklaidos dalel� gali tik pereiti potencialo barjer� arba 

atsispind�ti. Per�jusi dalel� dideli� x ver�i� srityje v�l juda laisvai, 

tod�l vaizduojama de Broilio bang� � �txxp ,0�;�  paketu. Judesio 

kiekio vert�s p ir p; yra skirtingos, jeigu potencialas � �xV  teigia-

m� ir neigiam� x atvejais �gyja skirtingas vertes. Atsispind�jusi� 

dalel� apib�dina judesio kiekis – p, tod�l ji ilgainiui palieka j�gos 

veikimo lauk� ir gr�žta � dideli� neigiam� x srit�, kurioje ji vaizduo-

jama de Broilio bang� � �txxp ,0���  paketu. Gautos ribin�s s�ly-

gos reikalauja, kad stacionariosios Šr�dingerio lygties sprendinys 

asimptotin�se srityse tur�t� tok� pavidal�: 

� � � �

� �
$
$
%

$$
&

'

33�
�

��
� �;

""�
�

��
� ��
�

�
��
� �

<
.0,exp

;0,expexp

0

00

xxxpiA

xxxpiBxxpi

E

�

��!  (7.7) 

Panagrin�kime potencialo šuol�, kurio aukštis taške 0�x  lygus 
.0V  Jis dalija erdv� � dvi sritis. Pirmoje, atitinkan�ioje neigiamas ver-

tes, potencialas lygus nuliui, o antrojoje jis pastovus � � .0VxV �  Sta-

cionarioji Šr�dingerio lygtis abiejose srityse yra to paties pavidalo: 

� � � � � � � �,
2 2

22

xExxVx
dx
d

m EEiE !!! �
�
�

 (7.8) 

ta�iau ,01 �V  o .02 VV �  Stacionarusis sprendinys, atitinkantis 

energijos vert� E, yra lygus: 
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� � � � � �

� � � � .0,exp

;0,expexp

021

0101

3�
�

��
� �;�

"�
�

��
� ��
�

�
��
� ��

xxxpiAx

xxxpiBxxpix

�

��

!

!
 (7.9) 

Pirmojoje srityje judesio kiekis ,2mEp �  o antrojoje – 

� �.2 0VEmp ��;  Kadangi potencialas turi tr�k� taške ,0�x  tai 

funkcijos � �x!  antroji išvestin� šiame taške taip pat n�ra tolydi, ta-
�iau pati funkcija ir jos pirmoji išvestin� turi b�ti tolydžios visur. 
Šios s�lygos leidžia rasti koeficientus 1B  ir .2A  Krintan�ios bangos 
išraiškos koeficientas 1B  gali b�ti bet koks. Kad b�t� papras�iau, jis 
prilyginamas vienetui. Panagrin�kime st�mos šuol� � �00 3V  ir krin-
tan�i�j� bang�, kurios energija .0VE "  Klasikin� dalel� tuo atveju 

tik atsispind�t� nuo potencialo šuolio. Kvantiniu atveju vaizdas yra 
gerokai sud�tingesnis. Per�jusios bangos judesio kiekis antroje srity-
je yra menamas    

� � � �EVmiVEmp ����; 00 22 , (7.10) 

tod�l banga   

� � � �

� �� ��
�

��
� ����

��
�

��
� �;�

002

022

21exp

exp

xxEVmA

xxpiAx

�

�
!

 (7.11) 

yra reali eksponentin� funkcija, spar�iai art�janti prie nulio antroje 
srityje. Pilnoji, priklausanti nuo laiko bangin� funkcija gaunama pa-

dauginus stacionari�j� bang� iš daugiklio .�
iEt

e
�

 
Kai ,0VE 3  krintan�iosios bangos judesio kiekis  

� �02 VEmp ��;  (7.12) 
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yra realus ir antrojoje srityje, tod�l abiejose srityse bangos kitimo 
pob�dis visai panašus. 

Panagrin�sime potencialo barjer�, kai tarp tašk� 0�x  ir dx �  
potencialas � � ,0VxV �  o visur kitur jis lygus nuliui. Tuo atveju yra 

trys skirtingos sritys, kuriose sprendiniai lyg�s: 

� � � � � �

� � � � � �

� � � � .,exp

;0,expexp

;0,expexp

033
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 (7.13) 

Judesio kiekis antroje srityje � �02 VEmp ��; , tod�l jis realus, kai 

0VE 3 , ir menamas, kai .0VE "  Kompleksinius koeficientus A ir B 

galima rasti iš bangin�s funkcijos ir jos išvestin�s tolydumo s�lyg� 
barjero kraštuose. 

Tarkime, kad turime N potencial� barjer�. Panagrin�kime bangos 
per�jimo ir atsispind�jimo per tok� potencial� barjer� tikimybes. Šiuo 
atveju pakanka žinoti stacionari�j� bang� amplitudes asimptotin�se 
srityse, tai yra toli nuo barjer� sistemos kair�je ir dešin�je. Bendru 
atveju jas vadinsime 1 ir N sritimis. Stacionariosios bangos šiose sri-
tyse: 

� � � �

� � .exp

,expexp

0

0101

�
�

��
� ��

�
�

��
� ��
�

�
��
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xxpiA

xxpiBxxpi
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��

!

!
 (7.14) 

Per�jimo tikimyb� yra lygi 
2

NA , o atsispind�jimo tikimyb� – .2
1B  

Faktas, kad dalel� gali tik atsispind�ti arba pereiti, užrašomas s�lyga 

,12
1

2 �
 BAN  (7.15) 
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kuri vadinama amplitudži� NA  ir 1B  unitariškumo s�lyga. Ji išreiš-
kia pilnosios tikimyb�s tverm�. Jei atsispind�jusios bangos nelieka, 
tuomet ,01 �B  ir unitariškumo s�lyga leidžia NA  �gyti vertes kom-
pleksin�s plokštumos skritulyje, kurio spindulys lygus vienetui. Šio 
dydžio priklausomyb� nuo energijos parodyta 7.1 pav., kurio viršuje 
yra Argando diagrama. Tai kreiv�, rodanti kompleksinio dydžio NA  
priklausomyb� nuo energijos. Apskritimas žymi aib� tašk�, kuriuose 

.12 �NA  Naudinga ištirti menamosios dalies NAIm  ir realiosios 
dalies NARe  kitim�, energijai �gyjant vertes intervale nuo nulio iki 
dvigubo barjero aukš�io. Menamoji dalis beveik vis� energij�, ma-
žesni� už barjero aukšt�, atveju kinta nulio aplinkoje, l�tai toldama 
nuo jos, kai energija did�ja. Kai ,12 �NA  atsiranda rezonanso reiš-
kinys. Rezonanso energijos aplinkoje menamoji dalis spar�iai padi-
d�ja, po to dar spar�iau patenka � neigiam� reikšmi� srit� ir tuoj pat 
gr�žta � nulio aplink�. Realioji dalis (jos kitimas parodytas paveiks-
le su skrituliu), kai energijos reikšm�s yra mažesn�s už barjero 
aukšt�, taip pat kinta nulio aplinkoje. Energijai did�jant, ji sumaž�ja 
iki neigiam� ver�i�. Rezonansin�s energijos aplinkoje ji �gyja nei-
giamas smailes, kurios tolydžio plat�ja did�jant sužadinimo energi-
jai. NA  modulio kvadrato kitimo kreiv� taip pat turi plat�jan�ias 
smailes rezonans� srityse. Kai kurioms energijos vert�ms, tarp j� ir 
didesn�ms už barjero aukšt�, 

2
NA  tampa lygus vienetui. Tai reiš-

kia, kad per barjer� sistem� pereinama be atspindžio. 
Iš Argando diagram� galime atpažinti tipiškus rezonanso požy-

mius. Ne rezonanso srityje NA  kinta labai l�tai, kol energija yra ma-
žesn� už barjero aukšt�, ji kinta nulio aplinkoje. Rezonanso srityje 
kitimas labai spartus, taškas juda apskritimu prieš laikrodžio rodykl�, 
o realioji ir menamoji dalys �gyja b�dingas rezonanso smailes. Kai 
energija pasidaro didesn� už barjero aukšt�, trajektorij� kreiv�s nebe-
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gr�žta � kompleksin�s plokštumos nulio aplink�, o pernešimas yra 
didelis ir ne rezonanso srityse. 

7.1 pav. Argando diagrama, rodanti dalies, prasiskverbusios per dviej�  
barjer� sistem�, kompleksin�s amplitud�s NA  priklausomyb� nuo  

energijos. Energija kinta nuo nulio iki vert�s, lygios dvigubam barjero  
aukš�iui. Amplitud�s priklausomyb� nuo energijos aiški iš kreiv�s  

kompleksin�je plokštumoje, prasidedan�ios koordina�i� pradžios taške. 
Apskritimas riboja vis� leistin� NA  kitimo srit�. Realiosios dalies  

priklausomyb� nuo energijos pavaizduota apatin�je, o menamosios –  
viršutin�je paveikslo dalyje. 

 
Vietoje kompleksini� amplitudži� NA  ir 1B  naudojamasi ir ki-

tokiu parametr� rinkiniu, apibr�žiamu s�lygomis: 

.2
,21

1 R

TN

iTB
iTA

�

�

 (7.16) 

Pernešimo matricos elementai TT  ir RT  apibr�žia parametr� NA  ir 

1B  nuokrypius nuo ver�i�, kurias jie �gyt� tuo atveju, jei potencialo 
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neb�t�, tai yra nuo ver�i� ,1�NA  .01 �B  �raš� šias išraiškas � 

sklaidos amplitudži� unitariškumo s�lyg� (7.15), gauname T matri-
cos unitariškumo s�lyg�: 

.Im **
RRTTT TTTTT 
�  (7.17) 

Lygt� galima parašyti ir šitaip: 

� � .
4
1

2
1ImRe *

2
2

RRTT TTTT ���
�
�

�
�
� �
  (7.18) 

Jei ,0* �RRTT  šis s�ryšis apibr�žia kompleksinius skai�ius TT , ku-

riuos vaizduoja apskritimo (jo spindulys lygus 
2
1 , o centras taške 

2
i ) 

taškai. Kadangi ,12
1  B  tai ,

4
12  RT  tod�l lygties dešinioji pus� 

visada neneigiama. Kai RT  vert�s nelygios nuliui, kompleksiniai 
skai�iai TT  atsiduria srityje, kuri� riboja apskritimas.  
 
III. Darbo užduotys 
 
7.1. Nubr�žkite išsklaidytosios bangos bangin�s funkcijos a) reali�j� 
dal�, b) menam�j� dal�, c) modulio kvadrat�. Sklaidos potencialas 
lygus 
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;5.00,2
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x
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Prad�kite nuo 20 deskriptoriaus. Kod�l potencialo srityje bangin� 
funkcija yra ties�? 
7.2. Nubr�žkite išsklaidytosios bangos bangin�s funkcijos a) reali�j� 
dal�, b) menam�j� dal�, c) modulio kvadrat�. Sklaidos potencialas 
lygus 
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Prad�kite nuo 20 deskriptoriaus. Kod�l kair�je pus�je esan�ios ban-
gos amplitud� yra mažesn� už potencialo barjero aukšt�? Ar gali to-
kia banga prasiskverbti pro potencial� barjer�? 
7.3. Ištyrin�kite rezonansin� sklaid� dviej� potencialo duobi� siste-
moje: 
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a) Nubr�žkite bangin�s funkcijos modulio kvadratus, esant energijos 
vert�ms .4.24.0   E  Kokioms energijos vert�ms esant stebimas 
rezonansas? b) Nubr�žkite bangin�s funkcijos reali�j� ir menam�j� 
dalis toms energijos vert�ms, kurios tenkina rezonanso s�lyg�. Pra-
d�kite nuo 20 deskriptoriaus. 
7.4. Ištyrin�kite rezonansin� sklaid� nesimetrin�je trij� potencialo 
duobi� sistemoje: 
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Nubr�žkite bangin�s funkcijos modulio kvadratus, esant energijos 
vert�ms a) ,01.101.0   E  b) ,01.201.1   E  c) ,01.301.2   E  
d) ,01.401.3   E  e) ,01.501.4   E  f) ,01.601.5   E        
g) .01.701.6   E  Suraskite rezonansines energijos vertes kiek-
viename iš ši� interval�. Prad�kite nuo 21 deskriptoriaus. 
7.5. Nubr�žkite potencialinio barjero per�jimo tikimyb� 

2
NA  duotai 

dviej� potencialo duobi� sistemai: 
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Apskai�iuokite energijas, esant maksimaliai 2
NA , ir palyginkite jas 

su rezonansin�mis energijos vert�mis. Prad�kite nuo 27 deskriptoriaus. 
7.6. Panagrin�kite potencialin� barjer�  
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Kai potencial� vert�s lygios ,01 �V  ,72 �V  ,5.03 ��V  
,5.64 �V  15 ��V , atsiranda rezonanso reiškinys, ir energija 

tuomet lygi .67.3�E  Nubr�žkite bangin�s funkcijos modulio 
kvadrat�, esant a) „nulinei �tampai“ ,01 �V  ,72 �V  ,03 �V  

,74 �V  ,05 �V  b) �tampai, mažesnei už rezonansin� ,01 �V  
,72 �V  ,25.03 ��V  ,75.64 �V  ,5.05 ��V  c) rezonansinei 

�tampai ,01 �V  ,72 �V  ,5.03 ��V  ,5.64 �V  ,15 ��V  d) �tam-
pai, didesnei už rezonansin� ,01 �V  ,72 �V  ,75.03 ��V  



 75

,25.64 �V  .5.15 ��V  Prad�kite nuo 20 deskriptoriaus. Kvanti-

n�s duob�s �tampa skai�iuojama kaip pradinio ir galutinio poten-
cialo reikšmi� skirtumas .51 VVU ��  Srov�s, tekan�ios per po-

tencial� barjer�, stipris yra proporcingas potencialinio barjero 
per�jimo tikimybei :2

5A  .2
5AI ��  Apskai�iuokite potencia-

linio barjero varž� kiekvienu iš duot� atvej�. 
7.7. Panagrin�kite potencialin� barjer�  
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Potencial� vert�s ,01 �V  ,102 �V  ,5.94 �V  ,96 �V  ,17 ��V  
yra fiksuotos. Potencial� 3V  ir 5V  vert�s kinta: a) �tampai esant ma-
žesnei už rezonansin� ,35.053 ���VV  b) esant rezonansinei �tam-
pai ,5.053 ���VV  c) �tampai esant truput� didesnei už rezonansin� 

,65.053 ���VV  d) �tampai, didesnei už rezonansin� 
.75.053 ���VV  Nubr�žkite bangin�s funkcijos modulio kvadratus 

visais keturiais atvejais ir pateikite juos viename lange. Prad�kite nuo 
20 deskriptoriaus.  
7.8. Nubr�žkite potencialinio barjero per�jimo tikimyb� 

2
NA  duo-

tam potencialui 
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esant energij� intervalui .2215   E  Apskai�iuokite vis� galim� 
rezonans� energijas. Prad�kite nuo 31 deskriptoriaus.  
7.9. Argando diagramoje pavaizduokite a) barjero per�jimo tikimyb� 

2
NA , b) kompleksin�s amplitud�s AN reali�j� dal� ReAN ir c) jos 

menam� dal� ImAN energij� intervale 400   E , esant duotam po-
tencialui 
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Prad�kite nuo 31 deskriptoriaus. 
7.10. Argando diagramoje pavaizduokite a) pernešimo matricos ele-
mento modulio kvadrat� 

2
TT , b) jo reali�j� dal� ReTT ir c) jo me-

nam� dal� Im TT energij� intervale 10   E , esant duotam poten-
cialui 
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Prad�kite nuo 36 deskriptoriaus. 
 
IV. Rezultat� pateikimas 
 
1. Pateikdami ataskait� nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-

m�; savo vard� ir pavard�; laboratorinio darbo tiksl�. 
2. Užrašykite laboratorinio darbo užduoties s�lyg�. 
3. Nubr�žkite bangin�s funkcijos reali�j�, menam�j� dalis, modulio 

kvadratus, potencialinio barjero per�jimo tikimyb�, Argando 
diagramas. 

4. Pateikite laboratorinio darbo išvadas.  
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5. Pasiruoškite ginti laboratorin� darb�. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti � kontrolinius klausimus. 

 
V. Kontroliniai klausimai 
 
1. Kokia sklaida vadinama glaudži�ja? 
2. Kaip juda dalel�, veikiama potencialinio barjero?  
3. Kaip pakinta dalel�s judesio kiekis, jai pra�jus potencialin� barje-

r�? 
4. Ar �manoma, kad dalel�, kurios energija mažesn� už potenciali-

nio barjero aukšt�, prasiskverbt� pro barjer�? 
5. Kaip gaunama nuo laiko priklausanti bangin� funkcija? 
6. Kokie koeficientai apib�dina dalel�s per�jim� per potencialin� 

barjer� ir atsispind�jim� nuo jo? 
7. Kokia yra rezonanso s�lyga? 
8. Kokia yra amplitudži� unitariškumo s�lyga? 
9. K� vaizduoja Argando diagrama? 
10. K� apibr�žia pernešimo matricos elementai? 
 
VI. Literat�ra 
 
1. Brandt S., Dahmen H. D. (1993). Iliustruotoji kvantin� mechani-

ka. Kaunas: Vytauto Didžiojo universitetas. P. 51–64, 78–81. 
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3. Thaller B. (2005). Advanced Visual Quantum Mechanics. Sprin-

ger. P. 80–85. 
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8 LABORATORINIS DARBAS 
 

Trimat� potencialin� sklaida 
 

I.  Darbo tikslai 
1) Išnagrin�ti potencialin� sklaid� sferinio st�mos potencialo lauke. 
2) Išnagrin�ti sferines Beselio ir Noimano funkcijas. 
3) Ištirti išsklaidytosios bangos radikali�j� funkcij� priklausomyb� 

nuo energijos. 
 
II. Teorin� dalis   
 

Panagrin�kime stacionari�j� Šr�dingerio lygt� trima�iu atveju:   

� � � � � �,
2

2
2

rErrV
M EE

���� !! ��


�
�
�

�

*�  (8.1) 

�ia M – dalel�s, judan�ios potencialo � �rV �  lauke, mas�, E – jos 
energija ir r� – dalel�s spindulys – vektorius. Nagrin�kime tiktai sfe-
riškai simetrin� potencialo duob�. Tokioje duob�je potencialas pri-
klauso tiktai nuo spindulio r� . Tuomet bangin�je funkcijoje iš (8.1) 
lygties taip pat atsiskiria kintamieji: 

� � � � � ��/! ,lmElm YrRr �
�

. (8.2) 

Gauname radikaliosios bangin�s funkcijos dalies Šr�dingerio 
lygt�: 
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 (8.3) 

Be kinetin�s ir potencin�s energijos operatori� kairiojoje (8.3) 
lygties pus�je yra narys, išreiškiantis išcentrin� potencial�: 

� � ,1
2 2
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r
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M

�

 (8.4) 
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priklausant� nuo judesio kiekio momento kvantinio skai�iaus l. Sferi-
nio st�mos potencialo išraiška tuomet b�t� tokia: 

� �
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 (8.5) 

kur d yra st�mos potencialo siekis, o V0 – potencialo barjero aukštis. 
Kai dalel�s judesio kiekis yra tiksliai apibr�žtas, trimat� harmonin� 
plokš�ioji banga rkie

��
 yra krintan�iojo paketo idealizacija. Norint 

nusakyti trimat�s harmonin�s plokš�iosios bangos rkie
��
 sklaid� po-

tencialo lauke, reikia suformuluoti ribines s�lygas: toli nuo potencia-
lo veikimo srities radikalioji bangin� funkcija turi b�ti lygi krintan-
�iosios plokš�iosios bangos ir išsklaidytos bangos superpozicijai, o 
kai ,0�r  radikalioji bangin� funkcija turi b�ti lygi nuliui. Jei dalel� 
juda laisvai, Šr�dingerio lygties sprendiniai yra sferin�s Beselio 
� �krjl  ir Noimano � �krnl  funkcij� kombinacija.  

Panagrin�kime pla�iau šitas funkcijas. Diferencialin�s lygties 
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dr
dr l , (8.6) 

priklausan�ios nuo parametro l, sprendiniai yra pirmojo tipo Beselio 
funkcijos 

� � � �,
2 2/1 rJ

x
rj ll 
�

�
 (8.7) 

antrojo tipo sferin�s Beselio funkcijos (taip pat vadinamos sferin�mis 
Noimano funkcijomis) 
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ll 12/1 1
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 ����
�

  (8.8) 

bei pirmojo (+) ir antrojo (-) tipo sferin�s Hankelio funkcijos, kurios 
yra (8.7) ir (8.8) funkcij� tiesin�s kombinacijos: 
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Sferin�s Hankelio funkcijos gali b�ti perrašytos tokiu pavidalu: 
� � � � ,
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�ia kompleksiniai koeficientai #
lC  yra polinomai: 
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Taigi, pirmosios dvi Hankelio funkcijos yra: 
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Pritaikius (8.9) s�ryšius, galima apskai�iuoti pirm�sias sferini� Bese-
lio ir Noimano funkcij� poras: 
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Sferini� Beselio ir Noimano funkcij� pob�d�, kai argumento 
vert�s mažos, nusako šitokios išraiškos: 
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Kai x vert�s didel�s: 
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Kadangi sferin�s Noimano funkcijos diverguoja koordina�i� pradžio-
je, tik sferin�s Beselio funkcijos yra turintys prasm� laisvojo jud�ji-
mo radikaliosios Šr�dingerio lygties sprendiniai. Ta�iau sferin�mis 
Noimano ir Hankelio funkcijomis naudojamasi sudarant Šr�dingerio 
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lygties sprendini� asimptotines išraiškas. Sferini� Beselio funkcij� 
pavyzdžiai pateikti 8.1 pav. 
 

 
8.1 pav. Sferini� Beselio funkcij� pavyzdžiai 

 
Nagrin�jant sferini� potencialo duobi� bangines funkcijas su-

siduriama su neigiamomis energijos E vert�mis. Tokiais atvejais 

bangos skai�ius 
�
MEk 2

�  b�na menamas dydis. D�l to sferini� 

Beselio, Noimano ir Hankelio funkcij� argumentai gali b�ti ir 
menami, tai yra .>ir �  Naudodamiesi (8.10) ir (8.11) gauname: 
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Funkcijomis � � � �>ihl

  naudojamasi nusakant susiet�j� b�sen� ban-

gines funkcijas ne potencialo duob�je. J� asimptotin� pob�d�, kai ar-
gumento vert�s yra didel�s, vaizduoja šitoks reiškinys: 
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Sugr�žkime prie (8.3) lygties. Kaip jau buvo min�ta, radikalioji ban-
gin� funkcija � �lkRl ,  spindulio r ver�i�, daug didesni� už j�gos vei-
kimo siek� d, srityje reiškiama sferini� Beselio � �krjl  ir Noimano 
� �krnl  funkcij� tiesine kombinacija: 
� � � � � �,, krnBkrjAlkR lllll 
<   .dr 33  (8.19) 

Kai kuri� potencial� atveju galima rasti tikslius radikaliosios Šr�din-
gerio lygties sprendinius. Vienas iš toki� potencial� – potencialas 
susidedantis iš duob�s ir barjero: 
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Kadangi tre�iojoje srityje potencialas lygus nuliui, tai pagal apibr�-
žim� jo siekis d lygus d2.  

Radikaliosios Šr�dingerio lygties sprendinius, apib�dinan�ius 
sklaidos proces�, atitinka teigiamos energijos vert�s. Vidin�je 
(pirmojoje) srityje sprendinys proporcingas � �rkjl ,1 , kadangi 
� �rknl ,1  yra singuliari taške .0�r  Kitose srityse (antrojoje ir 

tre�iojoje) apribojim� n�ra, tod�l sprendinys reiškiamas sferini� 
Beselio ir Noimano funkcij� superpozicija: 
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Bangos skai�iai pirmojoje ir antrojoje srityse yra: 

� �,21
2,12,1 VEMk ��

�
 (8.22) 

o tre�iojoje srityje bangos skai�ius lygus krintan�i� daleli� bangos 
skai�iui: 

.21
3 MEk
�

�  (8.23) 
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Bangin�s funkcijos ir jos išvestin�s tolydumo visoje argumento srity-
je s�lygos kiekvienai l vertei leidžia užrašyti keturis s�ryšius pasto-
vi� potencialo ver�i� sri�i� ribose: 
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Tie s�ryšiai leidžia keturis nežinomus koeficientus išreikšti penktuo-
ju. Kadangi vien� iš j� (pavyzdžiui, 3lA ) galima prilyginti vienetui, 

nes tai reiškia krintan�iosios bangos normavim�, o visi kiti koeficien-
tai yra real�s, iš tos lyg�i� sistemos galime rasti bangin� funkcij� 
visoje argumento kitimo srityje. Tuo atveju ji taip pat yra reali.  
Sprendiniai, atitinkantys susiet�sias b�senas, egzistuoja tik tam tik-
roms neigiamoms energijos vert�ms. Panagrin�kime papras�iausi� 
sferin�s potencialo duob�s atvej�: 
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Bangos skai�ius 
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yra realus pirmojoje srityje, kai 1VE 3 , ir menamas antrojoje srityje: 

,2 (ik �         .2
�
ME�

�(  (8.27) 

Bangin� funkcija turi b�ti proporcinga sferinei Beselio funkcijai 
� �rkj ll  pirmojoje srityje ir sferinei Hankelio funkcijai � � � �rihl (
  

antrojoje srityje, nes sferin� Beselio funkcija art�ja prie nulio, kai r 
did�ja. Tuomet bangin�s funkcijos bus lygios: 
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Koeficient� 2lA  galime išreikšti koeficientu ,1lA  kuris nustatomas iš 

funkcijos normavimo s�lygos: 

� ��
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�
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22 .1, drrrkRl  (8.29) 

Koeficient� s�ryšiui rasti užtenka funkcijos arba jos išvestin�s toly-
dumo s�lyg� jungimo taške r � d. Kadangi tos s�lygos yra dvi, antro-
ji iš j� nebeleidžia sujungti sprendini� ir j� išvestini�, kai energijos 
vert�s yra bet kokios. Taip atsiranda diskretusis spektras. Kadangi 
bangin� funkcija eksponentiškai maž�ja antrojoje srityje, dalel� dau-
giausiai juda duob�je. Tai b�dingas susiet�j� b�sen� požymis. Iš-
sklaidyt�j� plokš�i�j� bang� pavyzdžiai pateikti 8.2 pav. 
 

 
8.2. Plokš�iosios bangos, krintan�ios iš kair�s, sklaida st�mos  

potencialo lauke 
 
III.  Darbo užduotys 
 
8.1. Nubr�žkite sferines Beselio funkcijas � �rjl  intervale 

500   r , esant tokioms l vert�ms: a) l � 9, 10, 11, 12, b) l � 13, 
14, 15, 16. Grafikus pateikite 2�2 formatu. Prad�kite nuo 
12 deskriptoriaus. 
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8.2. Nubr�žkite sferines Noimano funkcijas � �rnl  intervale 
500   r , esant tokioms l vert�ms: a) l � 9, 10, 11, 12, b) l � 13, 

14, 15, 16. Grafikus pateikite 2�2 formatu. Prad�kite nuo 
13 deskriptoriaus. 
8.3. Nubr�žkite sferines Hankelio funkcijas su menamu argumentu 

� �>ihi l
l 1
  intervale 200   x , esant tokioms l vert�ms: a) l � 1, 2, 

3, 4, b) l � 5, 6, 7, 8. Grafikus pateikite 2�2 formatu. Prad�kite nuo 
14 deskriptoriaus. 
8.4. Nubr�žkite sferines Beselio funkcijas su menamu argumentu 

� �>iji l
l 1
  intervale 200   x , esant tokioms l vert�ms: a) l � 21, 

22, 23, 24, b) l � 25, 26, 27, 28. Grafikus pateikite 2�2 formatu. Pra-
d�kite nuo 15 deskriptoriaus. 
8.5. Nubr�žkite sferines Noimano funkcijas su menamu argumentu 

� �>ini l
l 1
  intervale 200   x , esant tokioms l vert�ms: a) l � 31, 

32, 33, 34, b) l � 35, 36, 37, 38. Grafikus pateikite 2�2 formatu. Pra-
d�kite nuo 16 deskriptoriaus. 
8.6. Nubr�žkite radikali�sias bangines funkcijas potencialui 
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duotam energij� intervale 2001.0   E , esant a) ;0�l  b) ;1�l  
c) ;2�l d) .10�l  Prad�kite nuo 20 deskriptoriaus.  
8.7. Nubr�žkite st�mos potencialo  
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rV  

radikali�sias bangines funkcijas, kai judesio kiekio momentas 0�l , 
esant energij� intervalui a) ,101   E  b) .2011   E  Prad�kite 
nuo 20 deskriptoriaus.  
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8.8. Nubr�žkite iš dalies išsklaidyt�sias bangas � �/> ,rl  esant sklai-

dos potencialui  
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ir duotoms judesio kiekio momento bei energij� vert�ms: a) l � 0, E � 7, 
b)  l � 1,  E � 7,  c) l � 2, E � 7,  d) l � 3, E � 7,  e) l � 0, E � 8.5,  f) l � 1, 
E � 8.5, g) l � 2, E � 8.5, h) l � 3, E � 8.5, i) l � 0, E � 10, j) l � 1, E � 10, 
k) l � 2, E � 10, l) l � 3, E � 10, m) l � 0, E � 11.9, n) l � 1,  E � 11.9,  
o) l � 2, E � 11.9, p) l � 3, E � 11.9. Prad�kite nuo 21 deskriptoriaus. 
8.9. Duotam sklaidos potencialui 
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nubr�žkite Argando diagramas, kai  l � 0 ir .6001.0   E  Prad�ki-
te nuo 9 deskriptoriaus. 
8.10. Duotam sklaidos potencialui 
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nubr�žkite Argando diagramas, kai  l � 1 ir .201   E  Prad�kite 
nuo 9 deskriptoriaus. 
 
IV.   Rezultat� pateikimas 
 
1. Pateikdami ataskait� nurodykite: laboratorinio darbo pavadini-

m�; savo vard� ir pavard�; laboratorinio darbo tiksl�. 
2. Užrašykite laboratorinio darbo užduoties s�lyg�. 
3. Nubr�žkite sferines Beselio, Noimano ir Hankelio funkcijas, ra-

dikali�sias bangines funkcijas, Argando diagramas. 
4. Pateikite laboratorinio darbo išvadas.  
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5. Pasiruoškite ginti laboratorin� darb�. Tam tikslui pasirenkite at-
sakyti � kontrolinius klausimus. 

 
VI.  Kontroliniai klausimai 
 
1. Kaip gaunamos pirmojo tipo Beselio funkcijos? 
2. Kokios funkcijos yra turintys prasm� laisvojo jud�jimo radika-

liosios Šr�dingerio lygties sprendiniai? 
3. Kokios išraiškos nusako sferini� Beselio ir Noimano funkcij� 

pob�d�, esant mažoms ir didel�ms argumento vert�ms? 
4. Kam kvantin�je mechanikoje naudojamos sferin�s Noimano ir 

Hankelio funkcijos? 
6. Kokiomis funkcijomis naudojamasi nusakant susiet�j� b�sen� 

bangines funkcijas ne potencialo duob�je? 
7. Kokius s�ryšius randame iš funkcijos ir jos išvestin�s tolydumo 

s�lyg�? 
8. Kam lyg�s bangos skai�iai potencialo veikimo srityse? 
9. Kokioms energijos vert�ms egzistuoja sprendiniai, atitinkantys 

susiet�sias b�senas? 
10. Kokia yra radikali�j� bangini� funkcij� normavimo s�lyga? 
11. Koks yra b�dingas susiet�j� b�sen� požymis? 
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